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1 Introducao

O CNMAC ¢é um excelente evento da SBMAC, onde congrega um grande ntmero de
participantes, entre pesquisadores, professores, profissionais de empresas e centros de pes-
quisas e estudantes das mais diversas areas da Matematica e da Matematica Aplicada e
Computacional. Constitui-se em uma oportunidade impar para discutir trabalhos em an-
damento, divulgar resultados e ficar a par da producao cientifica em desenvolvimento nas
principais institui¢oes nacionais, que acontece desde 1978. No CNMAC sao apresentados
minicursos, minissimpésios, conferéncias, sessoes técnicas de comunicagoes, sessoes espe-
ciais dedicadas a iniciagao cientifica e ao ensino, exposicoes e mesas redondas. Também
durante o CNMAC sao premiados trabalhos de iniciacao cientifica, dissertagoes de mes-
trado e teses de doutorado. O CNMAC tem como objetivo reunir a comunidade cientifica
de Matematica Aplicada e Computacional, criando um férum para o intercambio de idéias
e surgimento de parcerias entre os participantes, assim como incentivando e inspirando a
platéia de estudantes que comparecem ao evento. No ano de 2022 o Imecc - Unicamp,
Campinas - SP, estd empenhada em sediar o XLI CNMAC, que serd realizada no periodo
de 26 a 30 de setembro.

Em 2003, nesta linha, foi organizado o primeiro minissimpdsio intitulado Empacota-
mento de esferas e codigos lineares dentro do XXVI CNMAC realizado no periodo de 08 a
11 de setembro no Ibilce - Unesp - Sao José do Rio Preto - SP. Em 2004, foi organizado o
segundo minissimposio intitulado Cddigos e reticulados, dentro do XXVII CNMAC que foi
realizado no periodo de 13 a 16 de setembro na PUC - Porto Alegre - RS, que teve como o
objetivo de divulgar algumas técnicas utilizadas no estudo de codigos e reticulados, sobre
anéis e corpos, enfocando o estudo de empacotamento de esferas em espagos euclidianos
e hiperbdlicos. Depois de uma pausa, em 2016 organizamos um minissimpésio intitulado
Cédigos e reticulados algébricos dentro da programagao do XXXVII CNMAC que foi re-

alizado em Gramado - RS no periodo de 05 a 09 de setembro. Em 2017, organizamos



um minissimpésio intitulado Cddigo e reticulados algébricos dentro da programacao do
XXVII CNMAC que foi realizado no Instituto de Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal de Sao Paulo, Campus de Sao José dos Campos - SP, no periodo de 19 a 22 de
setembro. Em 2018, organizamos um minissimpoésio intitulado Construgoes de codigos
e reticulados algébricos dentro do XXXVIII CNMAC com o objetivo de divulgar novas
técnicas utilizadas no estudo da construcao de reticulados algébricos obtidos via corpos
de numeros, enfocando o estudo do empacotamento de esferas em espacos euclidianos
e hiperbdlicos. No ano de 2019 o Instituto de Matemética da Universidade Federal de
Uberlandia sediou o XXIX CNMAC, realizado no periodo de 16 a 20 de setembro, onde
organizamos o minissimpésio c6digos e reticulados algébricos. No ano de 2020/21 o pri-
meiro CNMAC on line, XL. CNMAC, foi realizado e organizado pala Universidade Federal
de Campo Grande, Campo Grande - MS, no periodo de 13 a 17 de setembro de 2021, onde
organizamos o Minissimpdsio Cédigos e reticulados algébricos. Em 2022 dentro do XLI
CNMAC, no periodo de 26 a 30 de setembro, realizado no Imecc - Unicamp, Campinas -
SP, organizamos o mini-simpdsio Codigos e reticulados algébricos. Em 2023 organizamos
um minissimpésio intitulado Cédigos e reticulados algébricos dentro do XLII CNMAC,
que foi realizado no periodo de 18 a 22 de setembro em Bonito - MS. Novamente, em
2024, estamos empenhados em organizar um minissimpésio intitulado Cddigos e reticu-
lados algébricos dentro do XLIII CNMAC, que sera realizado no periodo de 16 a 20 de
setembro, que sera realizado em Porto de Galinhas - PE, com o objetivo de divulgar novas
técnicas utilizadas no estudo da construcao de reticulados algébricos obtidos via corpos
de ntmeros, enfocando o estudo do empacotamento de esferas em espagos euclidianos e
hiperbdlicos. Neste minissimpdsio veremos, também, diferentes métodos de pesquisar os
melhores reticulados, visando sempre determinar aqueles de maior densidade de centro,

através das técnicas geométricas e também das técnicas algébricas.

2 Programa

1. Prof. Dr. Antonio Aparecido de Andrade.
Titulo: Corpos de niimeros bindrios e aplicacoes.

Filiacao: Departamento de Matematica, Ibilce - Unesp, Sao José do Rio Preto - SP.

2. Prof. Dr. Robson Ricardo de Araujo



Titulo: Reticulados algébricos em dimensoes primas impares advindos de familias
de Z-modulos em corpos de niimeros ciclicos.

Filiagdo: Instituto Federal de Educagao de Sao Paulo (IFSP), Catanduva - SP.

. Profa. Dra. Carina Alves.
Titulo: Alguns resultados sobre reticulados ciclicos e bem arredondados.

Filiacao: Departamento de Matematica, Igce - Unesp, Rio Claro - SP.

. Profa. Dra. Grasiele Cristiane Jorge.
Titulo: Reticulados bem-arredondados via o composto de corpos quadraticos.

Filiacao: Instituto de Ciéncia e Tecnologia - Unifesp, Sao José dos Campos - SP.

. Profa. Dra. Cintya Wink de Oliveira Benedito.
Titulo: Cdédigos Matriciais MDS para Aplicacao em Sistemas de Armazenamento
Distribuido.

Filiagdo: Campus Experimental de Sao Joao da Boa Vista (SP) - Unesp, Sao Joao

da Boa Vista - SP.

. Prof. Dr. Edson Donizete de Carvalho
Titulo: Conjunto de sinais geometricamente uniformes casados a métricas de grupo.

Filiacao: Departamento de Matematica, Feis - Unesp, Ilha Solteira - SP.

. Prof. Dr. Joao Eloir Strapasson.
Titulo: Codigos t-imperfeitos em reticulados.

Filiagao: Faculdade de Ciéncias Agronomicas, Unicamp, Limeria - SP.

. Prof. Dr. Danilo Antonio Caprio.
Titulo: Uma classe de conjuntos de Julia em Q,.

Filiacao: Departamento de Matematica, Feis - Unesp, Ilha Solteira - SP.
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Corpos de numeros binarios e aplicagoes

Antonio Aparecido de Andrade !
Deparatmento de Matematica, Ibilce - Unesp, Sao José do Rio Preto - SP

1 Introducao

Um problema classico na matemadjtica é o de obter um empacotamento de esferas de mesmo
raio em R" de tal modo que as esferas ocupem o maior espaco possivel ou, equivalentemente,
que a densidade deste empacotamento seja maxima. Isto pode ser visto como uma versao
do 18° problema de Hilbert, proposto em 1900 no Congresso Internacional de Matemajtica
em Paris. Dentre os empacotamentos esféricos, o empacotamento reticulado, que é um tipo de
empacotamento onde o conjunto formado pelos centros das esferas formam um conjunto discreto
no R”, chamado de reticulado. Um dos parametros matematicos que medem a densidade do
empacotamento é a densidade de centro, definida como a razao entre o raio e o volume das
esferas. Para os espacos R de dimensoes 2 a 8 e 24 sao conhecidos empacotamentos reticulados
com densidade de centro maxima. Reticulados com alta densidade de centro possuem aplicagoes
na teoria da informagao.

Seja K um corpo de niimeros de grau n. Assim existem n Q-monomorfismos o1, 09, ..., 0, de
K em C. Podemos reordenar tais monomofismos de tal forma que oy, ...,0,, sejam reais e que
os monomorfismos nao reais satisfacam o, yr,4; = 05,1, para j = 1,...,72, onde n = ry + 2ro.

Defina a funcio o : K — R™ x R?2 = R" por

O'(JJ) = (01(33), <0y (.7}), Re{GT1+1($)}’ Im{0r1+1(l‘)}, s 7Re{GT1+T2 (x)}7 Im{a?"lJrTz (l‘)})

A funcao o é um homomorfismo injetivo de anéis de K em R", chamado de homomorfismo
canonico (ou homomorfismo de Minkowski). Se M é um Z-médulo de K, entdao o(M) é um
reticulado em R". Tais reticulados sao chamados de reticulados algébricos e possuem o diferencial
de poder usar resultados da teoria algébrica dos ntmeros para analisar as suas propriedades.
Além disso, diversos trabalhos mostram a existéncia de reticulados algébricos com densidade de
centro Otima.

2 Resultados

Uma extensao finita dos racionais, Q C K é chamado um corpo de ntimeros. Neste trabalho,
exploramos alguns corpos de nimeros, chamados corpos puros, onde diferentemente dos corpos
quadraticos e ciclotomicos, nao é simples de identificar o seu anel de inteiros Por isso, chamamos
a atencao para os corpos onde o elemento primitivo tem como polinémio minimal p(x) = 2™ —d,
com d um inteiro livre de cubos.

tantonio.andrade@unesp.br. Agradecimentos a Fapesp, Proc. 2022/02303-0



Neste trabalho, determinamos uma base para o anel de inteiros de @[2%}, onde d =
2,3(mod 4) e d livre de quadrados. Note que s6 nao estarao incluidos nessa prova o caso
d = 1(mod 4), pois se d = 0(mod 4), entdo d nao é livre de quadrados.

Para determinar essa base, faremos uso do conceito de indice de um inteiro algébrico e alguns
resultados que serdo enunciados a seguir. Se « inteiro algébrico de grau n e L = Q(«), entao
Ind(a) =[Oy, : Z[a]] e que D(«) = Ind(a)dr, onde D(«) é o discriminante do inteiro algébrico
« e dy, o discriminante do corpo L. Além dessas defini¢Oes, os dois lemas enunciados a seguir
serao cruciais.

Lemma 2.1. L = Q(6) um corpo de niimeros de grau n e 0 € Op. Entdo {1,0,6%,...,0" 1} é
uma base integral de L se, e somente se, Ind(0) = 1.

Lemma 2.2. Seja 6 um inteiro algébrico e . = Q(6). Se o polinémio minimal de 6 sobre Q

¢ Eisenstein com respeito ao primo p, ou sja, ele é da forma x™ + ap_12" "+ +a--- + ag onde

ag,ai, ... a1 sdo divisiveis por p e ag ndo é divisivel por p?, entdo Ind(§) ndo é divisivel por
P.

, A . k p

Com esse lema, para demonstrar que L é monogénico, basta mostrar que para 2 — d é

p-Eisenstein para todo primo p dividindo d, com d = 2,3(mod 4).

Theorem 2.1. Seja L = Q(6), onde 0 é uma raiz do polindmio f(z) = 22° — d, com d #
+1 inteiro e livre de quadrados e d = 2,3(mod 4). Entdo {1,0,0%,...,0" 1}, ou seja, L ¢
Monogénico.

Theorem 2.2. Seja o corpo de nimeros K = Q(6), onde 8 = V/d, com d livre de quadrados e
n=2% ondek>1 Sed= 2,3(mod 4), entao o discriminante do anel de inteiros O de K ¢
dado por —nd" .
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Reticulados algébricos em dimensoes primas impares advindos de
familias de Z-moddulos em corpos de niimeros ciclicos

Robson Ricardo de Araujo !
Instituto Federal de Sao Paulo, Catanduva - SP

1 Introducao

Nas ultimas décadas tém sido frequente o uso de reticulados, que sao grupos abelianos
discretos em espacos euclidianos n-dimensionais, para fins de transmissao de sinais em canais de
comunicagao [3,4]. Recentemente, os reticulados tém ainda se mostrado muito importantes na
formulagao de novos sistemas criptograficos possivelmente resistentes a computadores quanticos.
Reticulados podem ser obtidos de varias formas, mas uma das mais vantajosas é como imagens
de Z-mo6dulos em anéis de inteiros de corpos de nimeros via o mergulho canénico ou mergulhos
torcidos. Neste caso, chamamos tais estruturas de reticulados algébricos [5].

Seja K um corpo de ntimeros ciclico de grau p > 2 primo. Neste caso, o Teorema de
Kronecker-Weber garante que K estd contido em um corpo ciclotémico de indice n, o qual
podemos assumir ser o menor com esta propriedade - chamamos n de condutor de K. E fato
que n = [[;_;pi oun = P2 II;_, pi, sendo cada p; um ndmero primo distinto de p tal que
pi =1 (mod p) e tal que p; # p; se i # j. No primeiro caso, dizemos que n é ndo-ramificado e,
no segundo, que n é ramificado.

No caso nao ramificado, em [7] foi proposta uma familia de Z-médulos M,,,, para cadam > 0
inteiro, para obter reticulados algébricos. Tal familia inclui todos os ideais primos ramificados
em K. Os reticulados algébricos obtidos por meio dessa familia j& foram bem estudados do
ponto de vista do seu empacotamento esférico e da propriedade do bom-arredondamento [2,6].

Em paralelo ao caso descrito acima, neste trabalho apresentamos alguns resultados e pers-
pectivas sobre os reticulados algébricos produzidos através de uma familia de Z-médulos M, .
que inclui os ideais primos ramificados em K no caso em que o condutor deste corpo é ramificado.

2 Resultados

Seja K um corpo de nimeros ciclico de grau primo p > 2 com condutor n = p? I pis
sendo 7 > 0 e cada p; um numero primo distinto de p tal que p; =1 (mod p) e tal que p; # p;
sempre que i # j. Neste caso, o anel de inteiros de K tem uma Z-base {1,0(t),...,0P"1(t)}, em
que 6 é o gerador do grupo de Galois de K sobre Q e t = Trg(c,)/x(Cn) [1]. Para cadam > 1e

Lyobson.ricardo@ifsp.edu.br. Agradecimentos a Fapesp, Proc. 2022/12667-9 e 2013/25977-7. Trabalho em
conjunto com os professores Antonio Aparecido de Andrade, Trajano Pires da Nébrega Neto e Jefferson Luiz
Rocha Bastos, todos do Departamento de Matemadtica do Ibilce/Unesp.



c inteiros tais que 0 < ¢ < m, definimos o Z-médulo

o pecat
Mm7c:{OZEOK . TT]K/Q <p> :TT]K/Q< n >},

o qual tem posto maximo no anel de inteiros e indice m. Essa familia de Z-mddulos é interessante
porque inclui todos os ideais primos ramificados em K. K possivel verificar que a forma trago
associada a esses médulos é calculada pela seguinte férmula:

p—1 2 p—1 p—1 2
TrK(a2) =p <a0m+cZa,~> +u pzzaz2 — (Za,)
i=1 i=1 i=1

para cada o € M,, .. Neste trabalho vamos apresentar resultados relacionados & minimizagao
desta forma, parametro este que estd associado a norma minima do reticulado algébrico obtido
pela familia dos médulos M,, . e analisamos situagoes em que esses reticulados podem ser
classificados como bem-arredondados. Veremos que, no caso em que ¢ # 0, a minimizacao
depende de uma fungao inteira que é quadratica por partes, a qual ainda merece um estudo
mais aprofundado e abre margem para novas pesquisas.

Em particular, como ilustracao das possibilidades oferecidas por tal familia de médulos,
mostramos que ¢é possivel construir os reticulados mais densos possiveis nas dimensoes 3 e 5 a
partir de alguns deles em certos subcorpos ciclotomicos reais: por meio do corpo Q({o + (g 1)
obtém-se uma versao equivalente ao reticulado D3 através de Mg o; por sua vez, o Z-médulo
M4 em um corpo ciclico de grau cinco e condutor 25 realiza um reticulado com a melhor
densidade na quinta dimensao.
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Alguns resultados sobre reticulados ciclicos e bem arredondados

Carina Alves !
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, Campus de Rio Claro, Rio Claro - SP

1 Introducao

Existem problemas nos quais o uso de reticulados é adequado. O problema do empacota-
mento esférico é um deles, em que o objetivo é colocar esferas idénticas em R™ que se tangenciem
em apenas um ponto. Outro problema é o do nimero de contato (do inglés, kissing number), em
que procura-se pelo numero de esferas que podem tocar uma esfera central sem sobreposicao.
No entanto, para esses problemas nao se sabe se reticulados fornecem solucao em todas as di-
mensoes. Apesar disso, sabe-se quais propriedades um reticulado deve ter para potencialmente
fornecer uma solugao para qualquer um desses problemas. Uma delas é que o reticulado seja bem
arredondado (do inglés, well-rounded). Neste trabalho sera abordada duas classes importantes
de reticulados, os reticulados bem arredondados e os reticulados ciclicos. Um dos objetivos ¢é
mostrar que todo reticulado bem arredondado no plano é semelhante a um reticulado ciclico.

2 Resultados

Seja A um reticulado de posto total no espago euclidiano n-dimensional. A norma minima
de A é definida como |A| := min{||x||? : z € A\ {0}}, onde || - || denota a norma euclidiana usual
em R" e o conjunto de vetores minimos de A é denotado por

S(A) = {z € A< [[a]2 = |A]}

O reticulado A é bem arredondado se o conjunto S(A) gera R".

Dois reticulados A1 e Ay sdo semelhantes, se existe um nimero real o > 0 e uma matriz
invertivel U tal que Ay = aUA;.

Finalmente, um reticulado A C R"™, nao necessariamente de posto completo, é chamado
ciclico se ele é fechado com relagao ao operador rot : R — R” definido por

T'Ot(l’l,fEQ, e 7$n717xn) — (xnyxlvaa et 7$n71)a

isto é, rot(A) = A. Reticulados ciclicos tem sido especialmente estudados no contexto de reticu-
lados baseados em criptografia em [3,4].

Veremos que todo reticulado bem arredondado A C R? é semelhante a um tnico reticulado
ciclico. No entanto, nem todo reticulado ciclico no plano é bem arredondando. Veremos também
que reticulados bem arredondados de posto > 3 nao sao necessariamente semelhantes a um
reticulado ciclico [1,2].

le-mail: carina.alves@unesp.br
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Reticulados bem-arredondados via o composto de corpos
quadraticos

Grasiele Cristiane Jorge !
Departamento de Ciéncia e Tecnologia, Universidade Federal de Sao Paulo
Sao José dos Campos - SP

1 Introducao

Um reticulado é um subgrupo aditivo e discreto de R™. Pode ser demonstrado que, dado um
reticulado A C R"”, existem m vetores linearmente independentes sobre R, com m < n, de forma
que A pode ser descrito como combinagao linear desses m vetores com coeficientes inteiros.

Denominamos um reticulado A C R™ como bem arredondado se possuir um subconjunto de
n vetores linearmente independentes sobre R cujo tamanho de cada um deles é igual A norma
minima do reticulado. A norma minima de um reticulado A é definida como o tamanho do
menor vetor nao nulo em A. Reticulados bem arredondados tém sido empregados para abordar
questoes abrangentes relacionadas a reticulados, principalmente na Teoria de Codigos Corretores
de Erros, visando a construgao de cédigos eficazes para canais gaussianos com escuta.

Um reticulado em R"™ é dito algébrico se ele pode ser obtido como a imagem de um homo-
morfismo canénico ou torcido aplicado a um Z-modulo livre de posto n contido em um corpo
de ntimeros de grau n. Construgoes de reticulados algébricos podem ser utilizadas para calcular
alguns parametros dos reticulados que sao dificeis de serem calculados em reticulados gerais em
R™.

2 Resultados

Nos ultimos anos, varias publicacoes tém abordado a questao de quais reticulados bem
arredondados podem ser obtidos por meio de corpos de ntimeros, buscando também aplicagoes
praticas [1,2].

No trabalho de referéncia [3], foi estabelecido que os unicos reticulados bem arredondados
provenientes de ideais principais do anel de inteiros de um corpo quadratico, utilizando o ho-
momorfismo de Minkowski, sdo obtidos através de Q(v/—1) e Q(v/—3). Além disso, o estudo
revela a existéncia de infinitos corpos quadraticos nos quais é possivel obter reticulados bem
arredondados por meio de ideais nao principais de seus anéis de inteiros e o homomorfismo de
Minkowski. Vale ressaltar que o anel de inteiros de um corpo de niimeros K é composto por
todos os elementos de K que sao inteiros algébricos, ou seja, raizes de polindbmios moénicos com
coeficientes inteiros.

Nesta palestra, apresentaremos algumas construcoes novas de reticulados bem-arredondados
via o composto de corpos quadraticos.

grasiele.jorge@unifesp.br. Agradecimentos & Fapesp, Proc. 2023/05215-7
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Codigos Matriciais MDS para Aplicacao em Sistemas de
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Cédigos corretores de erros sA£o utilizados para transmitir ou armazenar informacoes de
modo confidvel e seguro, uma vez que a mensagem transmitida pode ter seu contetido compro-
metido devido a interferéncias no canal. A ideia bésica de um cddigo corretor de erros é de
codificar uma informagao acrescentando a esta, de maneira organizada, bits de redundéancias
permitindo assim, ao receber tal informacao, detectar e corrigir erros. Os cddigos corretores de
erros em formato matricial fazem parte de uma categoria de cédigos lineares bidimensionais que
se destacam pela sua capacidade de corrigir erros em formato de rajada (burst of errors), ou seja,
erros que ocorrem em bits consecutivos [1]. Os cdédigos matriciais podem ser gerados a partir
de diversos métodos e sA£o conhecidos por sua flexibilidade e facilidade tanto na codificacio
quanto na decodificagao. Um método para obter cédigos corretores de erros de alta qualidade é
buscar cédigos que possuam a maxima distancia minima possivel. Os cédigos que apresentam
a propriedade de méxima distancia de separacio sA£o conhecidos como cédigos MDS (Maxi-
mum Distance Separable), os quais proporcionam uma prote¢do mdaxima contra falhas de um
dispositivo, utilizando uma quantidade especifica de redundancia para tal propésito [5].

Cédigos Matriciais MDS tem se apresentado como uma estratégia de grande interesse em
aplicacoes recentes de sistemas de armazenamento distribuido [3] . Um exemplo desta aplicagao
sA£o nos sistemas denominados como Redundant Array of Independent Disks, popularmente
conhecidos como RAIDs. A tecnologia do RAID 6 utiliza a estrutura de corpos de Galois para
codificar dados nas unidades para proteger dados de erros ou apagamento [4].

Nesta palestra iremos apresentar a codificacao de cédigos matriciais MDS utilizando matrizes
superregulares, algoritmos de decodificagdo para correcao de erros em rajadas baseados em [2]
e [4], e aplicagoes destes cédigos em sistemas de armazenamento distribuido, em especial, como
uma alterativa para a tecnologia utilizada no RAID 6.
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1 Introducao

Cédigos e conjunto de sinais geometricamente uniformes sao caracterizadas pela existéncia
de simetrias internas, as regioes de Voronoi sao congruentes, o que leva a uma redugao na
complexidade de decodificacdo como consequéncia da distribui¢ao uniforme dos sinais.

Do ponto de visto algébrico, os sinais de um conjunto de sinais S que é geometricamente
uniforme podem seren obtidos por meio da agao transitiva de um grupo H em S, onde H é um
subgrupo de I'(S) (grupo de simetrias de S) em S.

Dizemos que um conjunto de sinais S estd casado a um grupo G se existe uma aplicagao
sobrejetora m de G em S tal que, para todo g e h em G, vale d(m(g), m(h)) = d(m(g~'h),m(e))
onde e denota o elemento neutro de G. Além disso, se m também for uma aplicacao injetiva,
entdo m~! é chamado de rotulamento casado.

Se existe um rotulamento casado entre um conjunto de sinais S e um grupo G, entao S
também é geometricamente uniforme.

Dado G um grupo, se existe uma funcao d : G x G — R que seja compativel com a operacao
do grupo G e satisfaca as condigoes de que dg(g, h) = dg(gh™',€) e que dg seja uma métrica
em G, entao dg é chamado de métrica de grupo.

Exemplo 1.1. 1. Seja G =Z,, ={0,1,...,m—1} (o grupo aditivo dos inteiros mdodulo m).
Tomando em Zy, a aplica¢io dada por dg, (g,h) = min{(g—h) mod m,(h—g) mod m)},
fdcilmente prova-se que dz,, define uma métrica em Zy, .

2. Seja G = Zy,. Dado |l € G, desde que mdc(l,m) = 1, e temos que G = (l) e podemos
escrever os elementos de G na forma G = {a + bl (mod m) com a,b € Z}. Tomando
em G a aplicagio dada por dg(a + bl,a’ + V1) = |a — d'| (mod m) + |b—1V| (mod m)},
fdcilmente prova-se que dg define uma métrica em G .

Dado um grupo G e uma métrica dg em G, entao dg é invariante a esquerda se dg(fg, fh) =
dg(g,h) para todo f,g,h € G. Em particular as métricas de grupos dos itens (1) e (2) do
Exemplo 1.1 sao invariantes a esquerda.
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2 Resultados

Seja, G um grupo e S um conjunto de sinais sobre o espago métrico M. Dizemos que S é
G-isométrico se existe uma isometria m : (G,dg) — (5, ds), onde dg é uma métrica em G e dg
é uma métrica em S C M, e dg é invariante a esquerda.

Theorem 2.1. [1] Seja m : (G,dg) — (S,d) uma isometria. Se dg € invariante a esquerda,
entdo a aplicacio m~" € um rotulamento casado.

Theorem 2.2. 1. Seja S um conjunto de sinais m-PSK formado pelos vértices de um poligono
de m lados inscrito em um circulo unitdrio. A aplicagao m : Zy, — S dada por m(k) =
e2km/m define uma isometria entre elementos de Zy, e o0s sinais do conjunto de sinais
S caracterizados pelos rétulos m(k) (vértices do pololigono) ao considerarmos a métrica
dz,, em Ly, definida no item (1) do Ezxemplo 1.1 e a métrica de Lee em S dada por
dree(a,b) = min{|la — b|,m — |a — b|}.

2. Seja S um conjunto de sinais 25-QAM C Z[f], onde 0 = i/w, onde w = 1 + Z@ A
aplica¢ao m : Zos — S dada por m(a+bl mod 25) = a+b0 (mod (q1+q20)) (I =3,¢1 =3
eq =4,se0 =iecoml=4,q1 =5 eq =5, se ) =w) define uma isometria entre
elementos de Zzs e os elementos de S ao considerarmos a métrica de grupo dz,, em
Zas como definida no item (2) do Exemplo 1 e a métrica de Mannheim em S dada por
drannheim(a,b) = (a +b0,d +V'0) =|a—d'| + |b—V|.

0 ou
.

Figura 1:

Como consequéncia do Teorema 2.1 e 2.2, concluimos existe um rotulamento casado entre
os grupos G e os conjuntos sinais S dos itens (1) e (2) do Teorema 2.2. A figura 1, ilustra o
rotulamento casado dos conjuntos de sinais S e os grupos aditivos de cardinalidade 25 do item
(2) do Teorema 2.2 .
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Cédigos t-imperfeitos em reticulados !
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1 Introducao

Varios escritores investigaram a presencga e auséncia de Cdédigos Perfeitos em Z". Isso é
evidenciado em diversos artigos, como no trabalho de Golomb e Welch [1], que formularam a
hipotese de que Codigos Perfeitos existem em dimensoes reduzidas e raios pequenos na métrica
{1, também conhecida como métrica do taxi. Desde entao, inimeros autores tém contribuido
para reforcar essa conjectura. Devido & escassez de Cédigos Perfeitos no contexto de Z™, levando
em consideracao as métricas do taxi e a métrica euclideana, alguns pesquisadores passaram a
explorar as métricas £,. Além disso, eles também direcionaram sua atencao para o estudo de
Cédigos Quase-Perfeitos. No entanto, a quantidade de Cédigos Perfeitos, embora mais significa-
tiva nessas métricas alternativas, ainda é limitada e se concentra principalmente em dimensoes
reduzidas.

Existem também pesquisas dedicadas aos Cddigos Perfeitos em reticulados raiz A, [4,5].
Inspirados por esses estudos, conseguimos estabelecer condicoes essenciais para a presenca des-
ses Codigos Perfeitos em reticulados mais abrangentes, que agora chamamos de ”reticulados
ambiente” como mencionado em [6]. A quantidade de Cédigos Perfeitos esta fortemente ligada
ao raio de cobertura do reticulado ambiente. Isso significa que reticulados ambiente com um
raio de cobertura mais amplo tém uma maior probabilidade de conter Cddigos Perfeitos e em
maior quantidade.

Neste trabalho, apresentaremos as condigbes necessarias para a existéncia desses codigos
perfeitos e quase-perfeitos, na métrica ¢,, forneceremos um algoritmo de busca e exibiremos
exemplos de Cddigos Perfeitos em reticulados 2D e 3D, bem como alguma estratégia para em
dimensoes mais elevadas.

2 Resultados

Considerem A e A, reticulados no R™ tal que A C A,. Noés diremos que A é um cédigo
linear no espago ambiente A,. Seja 7 um subconjunto finito de A,. Diremos que 7 é um
A-ladrilho para A, se as seguintes condigoes sao satisfeitas: i) 7N (T +x) =0,vx € A\ {0} e
ii) Uxea (7T +x) = Ay. Dado um reticulado Ag4, a bola discreta centrada em z € A, e raio r,
é o conjunto: By(z,7) = {x € A, : ||z — x|, < r}. Os raios possiveis para as bolas discretas sio
dadas pelo conjunto:

Dpn = Dpn(Aa) = {[[x[lp : 2 € Aa}. (1)
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O raio de empacotamento discreto, denotado por 7(A), é definido como o maior r € D, ,, tal
que: 3 )
(B, +x)NB,)NA, =0,vx € A\ {0}. (2)

O raio de cobertura discreto, denotado por Ra, é o menor r € Dy tal que (J,cp B(z, r) = Aq.
A distancia entre dois elementos 7,5 € D,, ¢ definida como sendo d(r,s) = #Dp,, N [r,s).
Diremos que um reticulado A C A, tem grau de imperfeigio t se d(#(A), R(A)) = t. Em
particular, se ¢ = 0 diremos que é perfeito e se t = 1 diremos que é quase-perfeito.

Seja dp, p,; 0 i-ésimo elemento de D), ,. Um reticulado é t-impertifeito se, e s6 se, existem um
inteiro positivo ¢, um grupo abeliano G de ordem M (#prn(O, dpni) <M < #Bp,n(o, dpn,i+t))
e um homomorfismo ® : A, — G tal que @ restrita a bola B’pm(O, dpn,i) € injetora e ® restrita
a bola Bpm(O, dp n,i+t) € sobrejetora.

Por fim, concluimos que o nimero de reticulados t-imperfeitos depende do raio de cobertura
do reticulado ambiente e da métrica p, i.e., quanto maior for o raio de cobertura do reticualdo
ambiente, provavelmente teremos mais cédigos t-imperfeitos teremos, analogamente se aumen-
tarmos o valor de p. Também mais provavel que existam mais cédigos t + 1-imperfeitos do que
t-imperfeitos.
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1 Introducao

Seja f : C — C uma funcao holomorfa. O conjunto de Julia cheio de f é, por definicao,
o conjunto KT (f) = {z € C: (f™(2))n>0 ¢ limitado}, onde f™ é a n—ésima iterada de f. Essa
definicdo pode ser estendida para funcdes polinomiais definidas em C¢, para d > 2.

Conjuntos de Julia cheio e sua fronteira (chamada simplesmente de conjunto de Julia) pos-
suem muitas propriedades topoldgicas e dinamicas. Esses conjuntos foram definidos de forma
independente por Fatou e Julia (ver [6] e [7]) e estao associados a varas dreas da matematica,
como por exemplo sistemas dindmicos, teoria dos nimeros, topologia e andlise funcional (see [5]).

Seja N o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos. O grupo aditivo dos inteiros p-adicos
é o conjunto Z, das sequéncias (z;);eny onde x; é um inteiro mod p'™!. Cada elemento de Z,
pode ser escrito como uma, série

+o0 )
z:aipZ onde a; € A={0,...,p—1}.
=0
Em Z,, definimos a norma p-ddica || - ||, por
fal = { 277 sea
P71 o sex=0 "
onde v,(z) = min{i € N, q; # 0} para todo = = .5 a;p’ # 0. Tal define uma métrica d em Z,

dada por d(x,y) = |x — y| para todo z,y € Z,. Além disso, temos que
|z —y| < max{|z|, |y|}, para todo z,y € Zj.

Seja Qp o corpo das fragoes de Z,. Assim, x € Q, \ {0} pode ser escrito como

+o0
x:Zaipi onde a; € A={0,....,p—1}, l€Zea; #0.
i=l

e a métrica p-ddica d definida

Considere em Q, a norma || - ||, = | - | definida por |z| = p~
d(z,y) = |z — y| para todo z,y € Q,.

Vale mencionar que o estudo de sistemas dinamicos no conjunto dos niimeros p-adicos possui
aplicagoes na fisica, ciéncia cognitiva e criptografia (por exemplo, ver [2] e [8]).

Recentemente, Allen, DeMark, e Petsche (ver [1]) consideraram o estudo dos conjuntos de
Julia de aplicacoes de Hénon definidas no conjuntos dos ntimeros p-adicos Q.
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2 Resultados

Considere a classe de polinémios f. = f : R? — R? definida por f(z,y) = (2y + ¢, ), onde
c € R. Os conjuntos de Julia cheio K e K~ de f, onde

K™ ={z¢e€C: f"(2) existe para todo n e (f~"(z))n>0 ¢ limitado}

foram estudados por Sylvain Bonnot, André Salles de Carvalho e Ali Messaoudi (para 0 < ¢ <
1/4) em [3] e por Danilo Caprio (para —1 < |¢|] < 0) em [4] e eles provaram que o Kt é a
unidao das variedades estaveis do ponto fixos fixos e 3—periddicos de f. Eles também provaram
resultados semelhantes para o conjunto de Julia cheio ™.

Nesse trabalho, consideramos a classe de funcoes polinomiais f. = f : Q, — Q) definidas
por f(z,y) = (xy+c,x), onde c € Qp, e provamos algumas propriedades dinamicas e topoldgicas
sobre os conjuntos de Julia cheios K+ e K~ de f. Em particular, provamos resultados andlogos
feitos em [3] e [4], porém definidos nos conjuntos dos nimeros p-adicos.

Este trabalho é em colaboracao com Jefferson Bastos e Oyran Raizzaro.
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