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1 Introducao

O CNMAC é um excelente evento da SBMAC, onde congrega um grande nimero de
participantes, entre pesquisadores, professores, profissionais de empresas e centros de pes-
quisas e estudantes das mais diversas areas da Matematica e da Matematica Aplicada e
Computacional. Constitui-se em uma oportunidade impar para discutir trabalhos em an-
damento, divulgar resultados e ficar a par da producao cientifica em desenvolvimento nas
principais instituigoes nacionais, que acontece desde 1978. No CNMAC sao apresentados
minicursos, minissimpédsios, conferéncias, sessoes técnicas de comunicagoes, sessoes espe-
ciais dedicadas & iniciagao cientifica e ao ensino, exposicoes e mesas redondas. Também
durante o CNMAC sao premiados trabalhos de iniciacao cientifica, dissertacoes de mes-
trado e teses de doutorado. O CNMAC tem como objetivo reunir a comunidade cientifica
de Matemaética Aplicada e Computacional, criando um férum para o intercambio de idéias
e surgimento de parcerias entre os participantes, assim como incentivando e inspirando a
platéia de estudantes que comparecem ao evento.

Em 2003, nesta linha, foi organizado o primeiro minissimpésio intitulado Empacota-
mento de esferas e codigos lineares dentro do XXVI CNMAC realizado no periodo de 08 a
11 de setembro no Ibilce - Unesp - Sao José do Rio Preto - SP. Em 2004, foi organizado o
segundo minissimposio intitulado Cddigos e reticulados, dentro do XXVII CNMAC que foi
realizado no periodo de 13 a 16 de setembro na PUC - Porto Alegre - RS, que teve como o
objetivo de divulgar algumas técnicas utilizadas no estudo de codigos e reticulados, sobre
anéis e corpos, enfocando o estudo de empacotamento de esferas em espagos euclidianos
e hiperbdlicos. Depois de uma pausa, em 2016 organizamos um minissimpésio intitulado
Cédigos e reticulados algébricos dentro da programagao do XXXVII CNMAC que foi re-
alizado em Gramado - RS no periodo de 05 a 09 de setembro. Em 2017, organizamos

um minissimposio intitulado Cédigo e reticulados algébricos dentro da programacao do



XXVII CNMAC que foi realizado no Instituto de Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal de Sao Paulo, Campus de Sao José dos Campos - SP, no periodo de 19 a 22 de
setembro. Em 2018, organizamos um minissimpoésio intitulado Construgoes de codigos
e reticulados algébricos dentro do XXXVIII CNMAC com o objetivo de divulgar novas
técnicas utilizadas no estudo da construcao de reticulados algébricos obtidos via corpos
de numeros, enfocando o estudo do empacotamento de esferas em espacos euclidianos
e hiperbdlicos. No ano de 2019 o Instituto de Matemaética da Universidade Federal de
Uberlandia sediou o XXIX CNMAC, realizado no periodo de 16 a 20 de setembro, onde
organizamos o minissimpésio c6digos e reticulados algébricos. No ano de 2020/21 o pri-
meiro CNMAC on line, XL. CNMAC, foi realizado e organizado pala Universidade Federal
de Campo Grande, Campo Grande - MS, no periodo de 13 a 17 de setembro de 2021, onde
organizamos o Minissimposio Cédigos e reticulados algébricos. Em 2022 dentro do XLI
CNMAC, no periodo de 26 a 30 de setembro, realizado no Imecc - Unicamp, Campinas -
SP, organizamos o mini-simpdsio Codigos e reticulados algébricos. Em 2023 organizamos
um minissimpésio intitulado Cddigos e reticulados algébricos dentro do XLIT CNMAC,
que foi realizado no periodo de 18 a 22 de setembro em Bonito - MS. Em 2024, organiza-
mos o minissimpésio intitulado Cédigos e reticulados algébricos dentro do XLIIT CNMAC,
que foi realizado no periodo de 16 a 20 de setembro, em Porto de Galinhas - PE Nova-
mente, em 2025, estamos empenhados em organizar um minissimposio intitulado Céddigos
e reticulados algébricos dentro do XLIV CNMAC, que sera realizado no periodo de 15 a 19
de setembro, que serd realizado no Rio de Janeiro - RJ, com o objetivo de divulgar novas
técnicas utilizadas no estudo da construcao de reticulados algébricos obtidos via corpos
de ntumeros, enfocando o estudo do empacotamento de esferas em espagos euclidianos e
hiperbodlicos. Neste minissimpdsio veremos, também, diferentes métodos de pesquisar os
melhores reticulados, visando sempre determinar aqueles de maior densidade de centro,

através das técnicas geométricas e também das técnicas algébricas.
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Aplicacoes de corpos puros na teoria da codificacao.

Antonio Aparecido de Andrade !
Deparatmento de Matematica, Ibilce - Unesp, Sdo José do Rio Preto - SP

Um problema classico na mateméjtica é o de obter um empacotamento de esferas de mesmo raio em
R™ de tal modo que as esferas ocupem o maior espago possivel ou, equivalentemente, que a densidade
deste empacotamento seja maxima. Isto pode ser visto como uma versao do 18° problema de Hilbert,
proposto em 1900 no Congresso Internacional de Matemajtica em Paris. Dentre os empacotamentos
esféricos, o empacotamento reticulado, que é um tipo de empacotamento onde o conjunto formado pelos
centros das esferas formam um conjunto discreto no R™, chamado de reticulado. Um dos parametros
matematicos que medem a densidade do empacotamento é a densidade de centro, definida como a
razdo entre o raio e o volume das esferas.

Seja K um corpo de ntmeros puro de grau n. Pela teoria de Galois, segue que existem n Q-
monomorfismos o1,09,...,0, de K em C. Se n é impar, apenas um ¢ real, por exemplo o1, e 08
demais sao complexos. Neste caso,

o(a) = (a, &, Re(o1(a)), Im(o1(a)), ..., Re(on—2()), Im(or-2(c))),

2 2
(n—2)/2
onde o € K e 0, 5(a) = &. Assim, lo(@)||* = o® + (@) + Z oi(a)oi(a). Se n é par, apenas
i=1

dois sdo reais, por exemplo g1 € 7,9, € 0s demais n — 2 sao complexos. Neste caso, o homomorfismo
canodnico é dado por

o(a) = (a, Re(o1(a)), Im(o1()), ..., Re(0n-1()), Im(on-1())),

2 2

n—1)/2

oi(a)oi(a).

i=1

Se M é um Z-médulo de K, entao o(M) é um reticulado em R™, chamados reticulados algébricos
e possuem o diferencial de poder usar resultados da teoria algébrica dos nimeros para analisar as
suas propriedades. Além disso, diversos trabalhos mostram a existéncia de reticulados algébricos com
densidade de centro 6tima. Neste trabalho, apresentamos novas construcoes de reticulados via corpos
puros.

(
onde a € K. Assim, ||o(a)||? = o® +
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O problema do isomorfismo de reticulados para modulos e suas
conexoes com a criptografia pés quantica

Robson Ricardo de Araujo !
Instituto Federal de Sao Paulo, Catanduva - SP

Desde os trabalhos de Peter Shor na década de 1990, sabe-se que a maioria dos criptossistemas
atualmente em uso se tornarao obsoletos quando os computadores quanticos se tornarem viaveis. Por
isso, nas ultimas décadas, a comunidade cientifica tem buscado alternativas ao RSA e a criptografia
baseada em curvas elipticas - é a chamada criptografia pés-quantica. Entre as diversas categorias de
propostas para criptografia supostamente resistentes a ataques quanticos, destacam-se os protocolos
criptograficos baseados em polindmios multivariados, isogenias super-singulares, cédigos corretores de
erros, funcao Hash e, principalmente, reticulados [1].

Um dos objetivos da criptografia é a assinatura digital, que consiste na busca por mecanismos
que garantam a autenticidade de mensagens recebidas por um usudrio. Ja ha alguns protocolos para
assinatura digital bem aceitos pela comunidade, tais como o Falcon e o Dilithium [6]. Recentemente,
um novo esquema de assinatura digital baseado em reticulados, chamado Hawk, tem demonstrado
eficiéncia e seguranca quando comparado a estes dois dltimos [3]. O esquema Hawk é considerado
seguro por que sua demonstracao de seguranca baseia-se na solucao do Problema do Isomorfismo de
Reticulados, ou mais especificamente, na versao algébrica de tal problema conhecida como Module-LIP
(do inglés, Module-Lattice Isomorphism Problem) [4].

Desde a proposta do esquema Hawk para assinatura digital, diversos esforgos tém sido feitos para
fins de criptoandlise desse esquema, ou seja, para encontrar bons algoritmos que resolvam o problema
Module-LIP (de posto 2) sob certas instancias. Entre elas, destacam-se o artigo de Mureau et al. [5],
onde os autores descrevem cuidadosamente o problema Module-LIP e propoem um algoritmo eficiente
para resolvé-lo sob corpos totalmente reais. Recentemente, em [2], Chevignard et al. apresentam
uma redugao de seguranca nao-uniforme do problema Module-LIP sob CM-corpos para o Problema
do Ideal Principal sobre a algebra dos quatérnios.

Nesta comunicacao, faremos uma apresentacdo sobre o problema Module-LIP e uma exposicao
sobre diversos avancos recentes feitos na criptoandlise do esquema Hawk, incluindo uma discussao
sobre problemas matematicos em Teoria dos Numeros Algébricos relacionados a esses assuntos.

Dois reticulados L e L’ sao ditos isomorfos se existe uma transformacao linear O tal que L' = O L
[4]. O Problema do Isomorfismo de Reticulados (LIP) consiste em revelar tal transformagao O, sabendo
que o isomorfismo estd estabelecido. A seguranca do esquema Hawk reduz-se a busca pela solugao da
versao algébrica do LIP conhecida como module-LIP, que descrevemos brevemente a seguir no caso
particular de interesse do Hawk.

Seja C' uma base do reticulado O% (considerado sob o mergulho canénico), em que Ok denota o
anel de inteiros de um corpo de nimeros K. A chave piblica do Hawk é a matriz G = C*C. Neste
contexto, a solucao do module-LIP consiste em determinar C' dado que G é conhecida.

Em [5], um algoritmo eficiente para solucionar o problema module-LIP é apresentado para corpos
totalmente reais. De fato, neste caso, o referido problema pode ser tratado pela busca da solucao de
equacoes do tipo 2 4+ y? = a sobre um corpo de ntimeros totalmente real e pela busca de geradores de
ideais principais nesse contexto. Por sua vez, quando K é um CM-corpo (em particular, quando K é um
corpo ciclotémico), em [2] mostrou-se que o module-LIP reduz-se ao problema de determinar geradores
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curtos de ideais principais em ordens maximais da élgebra dos quatérnios (problema nrd-PIP), o que
vem da associacdo desse problema com a busca por solucdes para a equacio 2 + 3% + 22 + w? = a
sobre K.

Para fins praticos, o esquema Hawk tem sido aplicado através de corpos ciclotomicos de indice 2.

Neste caso, o problema nrd-PIP ainda nao pode ser resolvido por algoritmos quanticos eficientes, o
que garante a sua seguranca atualmente. No entanto, a busca por solucionar este ultimo problema
justifica-se na perspectiva de reforcar essa seguranca ou de quebrar o Hawk.
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Alguns resultados sobre reticulados torcidos bem arredondados via
corpos quadraticos imaginarios

Carina Alves !
Universidade Estadual Paulista “Juilio de Mesquita Filho”, Campus de Rio Claro, Sao Paulo - SP

Reticulados tém varias aplicagoes em matemadtica, incluindo teoria dos numeros, criptografia e
teoria de cddigos. Em particular, reticulados algébricos, ou seja, construidos via o homomorfismo
canA “nico [5] e derivados de corpos quadréticos, sao estruturas de interesse devido as suas propriedades
geométricas e algébricas, que os tornam adequados para diversos problemas de telecomunicagoes [5].
Uma caracteristica desejavel em reticulados algébricos é que sejam bem arredondados, ou do inglés
“well-rounded”, o que significa que os vetores minimos do reticulado, ou seja, aqueles com menor
norma, geram todo o espaco, permitindo uma distribuicao mais eficiente dos pontos do reticulado
[2]. Nesse contexto, os reticulados bem arredondados torcidos, ou do inglés “well-rounded twists”,
surgem como uma estratégia para ajustar um reticulado algébrico, transformando-o em uma forma
bem arredondada. Um reticulado bem arredondado torcido consiste em uma transformacao especifica
que preserva certas propriedades, mas modifica a distribuicao geométrica dos vetores, visando obter
uma configuragao ideal para aplicagbes praticas e tedricas [3]. Este trabalho investiga reticulados bem
arredondados torcidos provenientes de reticulados algébricos obtidos a partir de corpos quadraticos
imaginarios.

Seja A um reticulado em R?. O conjunto dos vetores minimos de A é S(A) = {x € A : ||z|| = A\ (A)},
onde A\i(A) = mingggzen [|z]]. O reticulado A é chamado bem arredondado se o conjunto S(A) gera
R2. Se A é bem arredondado e {x1,z2} é sua base tal que z1, 72 € S(A), entdo {x1,22} é chamada
de base minima de A. Uma base {z1,x2} é torcivel se existe uma matriz T, tal que |[|[Thz| = [Tyl
Note que, se S(A) contiver dois vetores independentes, entao esses vetores formam uma base minima
para A. Este fato nao é verdadeiro para reticulados de dimenséao superior [4]. Para cada nimero real
a 0
0 3
relacdo a a. Seja d um inteiro livre de quadrados tal que K = Q(v/—d). Veremos que se —d # 1
(mod 4) entao é possivel obter um tnico reticulado torcido bem arredondado, que é semelhante a um
reticulado ortogonal, e que se —d = 1 (mod 4) entao é possivel obter um tnico reticulado torcido
bem arredondado, que é semelhante ao reticulado hexagonal. Além disso, para todo ideal do anel dos
inteiros de um corpo quadratico imaginario K é possivel obter pelo menos um reticulado torcido bem
arredondado.

a > 0, definimos a matriz T, = [ ] . O reticulado T, A é chamado de reticulado torcido de A em
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Algumas construcoes do reticulado de Leech via subcorpos de corpos
ciclotomicos

Grasiele Cristiane Jorge !

Departamento de Ciéncia e Tecnologia, Universidade Federal de Sao Paulo - Sao José dos Campos - SP
Joao Eloir Strapasson?

Universidade Estadual de Campinas - Limeira - SP

Agnaldo José Ferrari 3
Universidade Estadual Paulista - Bauru - SP

Um reticulado é um subgrupo aditivo e discreto de R™. Pode ser demonstrado que, dado um
reticulado A C R™, existem m vetores linearmente independentes sobre R, com m < n, de forma que
A pode ser descrito como combinacao linear desses m vetores com coeficientes inteiros. Reticulados
sao definidos como subgrupos aditivos discretos de R" e, desde a década de 1970, tém desempenhado
papéis fundamentais na confiabilidade e seguranga da informagao [2]. Um dos problemas cldssicos
associados aos reticulados é o empacotamento de esferas. Um empacotamento, na métrica euclidiana,
consiste em uma distribuicao de esferas de mesmo raio, de modo que quaisquer duas esferas ou nao
se intersectam ou se intersectam apenas em seus bordos. Foi demonstrado que, nas dimensoes 2, 3,
8 e 24, o empacotamento mais denso possivel de esferas pode ser obtido por meio de reticulados. A
prova para n = 3 (conhecida como a Conjectura de Kepler, de 1612) foi resolvida por Thomas C.
Hales em 2005. Nas dimensoes n = 8 e n = 24, as solugoes foram alcancadas por Maryna Viazovska e
colaboradores em 2017 [1,4]. Este trabalho notével resultou na concessao da Medalha Fields a Maryna
Viazovska em 2022. Um reticulado em R"™ é dito algébrico se ele pode ser obtido como a imagem de
um homomorfismo aplicado a um Z-médulo livre de posto n contido em um corpo de nimeros de grau
n. Construgoes de reticulados algébricos podem ser utilizadas para calcular alguns parametros dos
reticulados que sao dificeis de determinar em reticulados gerais em R™.

Neste trabalho, apresentamos versoes rotacionadas do reticulado de Leech Asy, que é o empaco-
tamento de esferas mais denso na dimensao 24, via corpos numéricos totalmente reais, assegurando
diversidade maxima e calculando a distancia do produto minima. Esses reticulados tém potencial de
aplicacao tanto em canais gaussianos quanto com desvanecimento do tipo Rayleigh.
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Codigos de bloco espaco-tempo via algebra dos quatérnios
assoclativas e nao associativas

Cintya Wink de Oliveira Benedito !
Faculdade de Engenharia, FESJ - Unesp, Sao Joao da Boa Vista - SP

Sistemas MIMO (Multiple-Input Multiple-Output), com miltiplas antenas de transmissao
e multiplas antenas de recepcao, surgiram como uma técnica promissora para melhorar o de-
sempenho de dispositivos digitais em sistemas de transmissao. Visando maximizar o ganho
de diversidade nestes sistemas, os Cédigos de Bloco Espago-Tempo (Space-Time Block Code -
STBC) sao projetados e utilizados. Considere L = Q(#) uma extensao quadrética de K = Q(3).
Um STBC infinito C pode ser definido como o conjunto de matrizes da forma

+ 10 + 30 :
C = {X = < ’)/EE.TJOQ _3235) iz _’_iig > ; Lo, T1, T2, T3 € Z[d}? (1)

em que v é um elemento que nao é uma norma em L. Temos inicialmente que C é um cédigo
linear se X1,X9 € C entao X1 + X9 € C. O cddigo finito C é obtido limitando os simbolos de
informagao xg,x1, z2,x3 € S, assumindo a constelagao de sinal S sendo M-QAM (Quadrature
Amplitude Modulation), logo temos um cddigo linear de taxa maxima.

A diversidade maxima é obtida se o c6digo possuir a propriedade do determinante diferente
de zero (NVD - Non-Vanishing Determinant). O determinante da diferenca entre duas palavras-
c6digo é diferente de zero se

|det(X; — X;)|? #0, para X;#X;€C. (2)
Pela linearidade, essa expressdo é simplificada para | det(X)|? # 0, para toda palavra-cédigo
X € C diferente de zero . Como uma algebra ciclica de divisao herda um conjunto estruturado
de matrizes invertiveis, a diversidade méxima do STBC C é alcancada. De forma geral, se
A = (a,b)g é uma &lgebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros K, pode-se construir
codigos espago-tempo 2 x 2.

Usualmente, STBCs com diversidade méaxima sao construidos a partir de algebras de divisao
associativas, como as dlgebras ciclicas ou os quatérnios cldssicos. Por exemplo, em [1], o c6digo de
ouro foi obtido a partir da dlgebra A = (5,4)g(;), com L = Q(i,V/5) e, em [2] o cédigo de prata foi
obtido a partir da dlgebra A = (7,)g(;), em que L. = Q(3, V7). Em [3] sdo apresentadas condicdes
para que os STBCs sejam considerados perfeitos. J& em [4], foram propostas construgoes de
STBCs fazendo uso de algebras de divisao nao associativas a partir do processo de duplicacao de
Cayley-Dickson, [5], ampliando assim o conjunto de ferramentas disponiveis para obter STBCs
com diversidade maxima e, oferecendo vantagens em termos de desempenho e flexibilidade.
Neste trabalho, iremos apresentar construgoes de STBCs com diversidade maxima a partir de
algebras dos quatérnios associativas e nao associativas. Iremos utilizar corpos de nimeros do
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tipo L = Q(4)(v/d), em que d ¢ livre de quadrados e d ¢ Q(i). Tais construcdes podem projetar
familias de STBCs para serem utilizados em canais MIMO para 2 x 2, 2 x 4 (multibloco) e 4 x 4
antenas. Esses cddigos sdo projetados para maximizar a diversidade em sistemas MIMO.
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Seja M um ntumero natural da forma M = 2"¢, em que ¢ é um numero impar, considere o corpo
real maximal K = Q (C M+ C]\_j) , em que, (7 é a M-ésima raiz primitiva da unidade. O mergulho
torcido induz no anel dos inteiros Og uma métrica dada pela forma bilinear, [1,2]: (z,y) = Trg g (zya)
em que, o é um elemento totalmente positivo (positivo para cada mergulho canénico). Quando o = 1,
teremos o mergulho canoénico. Para encontrar elemento totalmente positivo, precisamos concluir duas
etapas fundamentais:

e A obtencao de um elemento S que possua uma norma previamente desejada;

e A obtencao de uma unidade u tal que a = u 8 seja um elemento totalmente positivo.

A primeira etapa é determinada em tempo polinomial, basta encontrar os gerador da decomposicao
ideais da forma p; Ok com p; primo. A segunda etapa é a mais complexa (de ordem exponencial), pois
as unidades formam um grupo multiplicativo gerado por n — 1 unidades fundamentais (u;). Ou seja,

u = ucll1 ---qu’fll, em que as poténcias d; podem serem restringidas para d; = 0 ou d; = 1. Portando
termos 2"~ ! possibilidades.
A variedade formada pelos elementos da o = u 8 = u‘fl . '-uzrfll B com d; € Z é um conjunto

discreto infinito. Assim como o reticulado logaritmo é usado para obtenc¢ao das unidades fundamentais,
nosso objetivo é usar mecanismos de busca como SVP ( [3]) e SVP-Ideal ( [4]) para encontrar o
elemento, «, de menor norma euclidiana e que seja totalmente positivo. Para este fim, é necessario
estabelecer o menor raio de busca, que ¢é limitado superiormente em funcdao da densidade de centro
maxima da dimensdo. Em suma, em dimensao baixa é possivel determinar quais sao os elementos
totalmente positivos com norma produto fixada e quais sao os reticulados associados a estes mergulhos.
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Recorréncias baseadas nos ntmeros de Fibonacci é tema ativo de pesquisa com aplicacoes em
diferentes areas do conhecimento. Nestas ultimas décadas esta temética também tem dispertado
interesse nos pesquisadores da Teoria de Cédigos e Criptografia . Um destes tépicos de interesse sao
os p numeros de Fibonacci e as Q,-matrizes de Fibonacci.

Seja p um inteiro. Em [1], Stakhov introduziu os p nimeros de Fibonacci por meio da relagao de
recorréncia:

Fy(n)=F,(n—1)+ Fy(n—p—1) (1)

onde n > p+1 e com os termos iniciais dados por Fj(1) = F,(2) = ... F,(p) = Fp(n) = F,(p+1) = 1.
Tomando p = 1, a relagao de recorréncia (7) gera os classicos nimeros de Fibonacci, dados por:

1,1,2,3,5,8,13,... (2)

As matrizes de Fibonacci generalizadas ()} sao descritas da forma:

Fp(n+1) Fy(n) -+ Fpln—p+2) Fn—p+1)
Fy(n—p+1) F,(n—p) -+ F(n—2p+2) Fy(n—2p+1)
Qp = : : : : : ) (3)
Fy(n—1) Fy(n—2) --- Fy(n—p) Fy(n—p—1)
Fp(n) Fpo(n—=1) - Fpn—p+1) Fy(n—p)

onde Fp(n) é um nimero de p- Fibonacci, n = 0,41, 42, £3,...
Fixando n =1, e para p = 0, 1, 2, 3, temos, respectivamente, as seguintes matrizes:

1 1 00
11 L 10 0010
Q0:(1)7 le ’ QQZ 0 01 ) Q3: ’
1 0 10 0 0 0 01
10 00

As seguintes propriedades aritméticas sao verificadas para as (Jj-matrizes generalizadas de Fibo-
nacci:

Qp x Q= Qp x Qp = Q. (4)

Qp =@y +Qy P (5)
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det Q, = (=1)"". (6)
No caso p = 1, as Q) -matrizes generalizadas de Fibonacci se reduzem a
F, F,
n n+1 n
= 7
Q < Fn Fn—l > ( )

com det Q" = F41F, 1 — F2=(—1)",onde n =0,41,42,43,... e F,_1, F,, F,,41 sdo nimeros de
Fibonacci que obdecem a relagao de recorréncia:

Fn+1:Fn+Fn71 (8)

A transmissao de informacao envolvendo miltiplas antenas, por exemplo, de N anteans para N
antenas é realizada via codificacdo de canal. As matrizes cédigos tem ordem N. A introducao das
@), matrizes Generalizadas de Fibonacci em [1,2] @, permite a aplicagao em problemas envolvendo
codificacdo de canal, como da transmissao de informacao de N antenas para IN antenas. Basta
tomarmos N = p+1, um mensagem incial serd representada na forma de matriz de ordem (p+1)x(p+1)
onde p=0,1,2,3,.... Pela escolha da matriz generalizada de Fibonacci @} de ordem (p+1) x (p+1) .
Entéao, a sua matriz codificagao e a matriz inversa ¢),," tem a mesma ordem da matriz de decodificagao.
Consideramos a codificagao generalizada de Fibonacci dada por £ = M x (), onde M ¢é matriz
mensagem . Ja decodificacdo generalizada de Fibonacci é dada por M = E x Q,™, onde M ¢ matriz

Q," ¢ a matriz inversa da matriz Q),,.

Referéncias

[1] A. P. Stakhov;, Introduction into algorithmic mesuarement theory, Moscow: Soviet Radio, 1977
[in Russian]

[2] A. P. Stakhov;, Fibonacci matrices, a generalization of the ”Cassini formula”, and a new coding
theory , Chaos Solutions e Fractais (30), 2006, 56-66.



XLIV CNMAC 2025, 15 a 19 de setembro de 2025, Rio de Janeiro - RJ

Um estudo sobre a teoria das ()-matrizes e aplicacoes.

Danilo Antonio Caprio !

Departamento de Matematica - FEIS-UNESP.
Edson Donizete de Carvalho 2
Departamento de Matematica - FEIS-UNESP.

Desde o seu surgimento, os nimeros de Fibonacci despertam curiosidade e fascinio por modelar
diversos fenomenos na natureza. Nesta ultimas décadas surgiram diversos conceitos matematicos
que generalizam os nimeros de Fibonacci. Dentre elas a teoria das @-matrizes de Fibonacci [1] que
aparecem em aplicacoes envolvendo a teoria de codificacao e criptografia, as matrizes desta classe de
matrizes de ordem 2 sao geradas pelas n ésimas poténcias da matriz (), onde

Q:(} ;). 1)

As n ésimas poténcias da matriz @) descritas pela Equagao (1) s@o caracterizadas na forma :
F, F,
n n+1 n
= 2
= (N ) 2)

com det Q" = Fpy1F, 1 — F2=(—1)",onde n =0,41,42 43 ... e F,,_1, F,, F,,41 sdo nimeros de
Fibonacci e obdecem a relagao de recorréncia :

Fo1=F,+F, 1 (3)

que tem como termos iniciais | = Fo = 1 e satifazem as seguintes propriedades aritméticas :
Q"=Q" ' +Q" 2 (4)
Q"Q™ =QmQ" =Qm. (5)

As formas explicitas para a matriz (o (matriz identidade) e as matrizes Q" (n = £1,+2,+£3,...) sado

obtidas de forma recursiva como consequéncia das relagdes dadas pelas Equagoes (4) e (5). Também
como consequémcia da Propriedade descrita pela Equagao (5), temos que :

For._ —F: —F: F
—ok _ ( Far— Dk —(2k+1) _ ok For 6
@ < —Fy, Fopp )’ @ < Fopyr —Fopyo > (6)

sao as matrizes inversas das matrizes Q" para n = 2k e 2k + 1, respectivamente.
As propriedades aritméticas provenientes das () matrizes de Fibonacci introduzidas em [1] permite
obter bons parametros para aplicagoes envolvendo codificagdo de canal. Seja M a matriz mensagem

dada por:
()
mo My

uma matrix mensagem . Assumiremos que todas as entradas da matriz M sejam inteiros positivos. A
codificagao de Fibonacci dada na forma M x Q™ = E, ou seja,
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my M Fop1 Fy e1 €2
E=MxQ"= x Q" = = 7
@ < m3 My > @ ( F, Fha > < €3 ey4 ) @
A matriz F é chamada de matriz cédigo E. As entradas inteiras de F, e1, es.e3 € e4 sa0 transmitidos
através do canal comunicacao. A decodificacao de Fibonacci é realizada da seguinte forma:

mi1 Mo —n _ €1 €2 -n
M:<m3 m4>:ExQ _<63 6’4)><Q (8)

Para n = 2k + 1, podemos usara matrix inversa dada pela matrix da Equacao (6 e a matriz
decodificagao dada pela férmula 8:

< mi me > _ < er e ) y < bk Fy ) (9)
ms My e3 ey E, — bt
Desenvolvendo, obtemos:
—Fe1+ Fuea >0 e Fheg — F,_1e9 > 0. (10)
—F,_1e3+ Fheqs >0, e Frpes — Fyp1e4 > 0. (11)

Das condigoes de m1, ma, ms, myg > 0, obtemos as desigualdades:

F, e F, F, e F,
n+1<71< n n+1<£< n

€
M
E, €2 Fnq F, €4 Fnq

(12)

A medida que a razao entre nimeros de Fibonacci adjacentes tende ao niimero dureo 7 = 1+—2‘/5, temos
que e1 >~ T ey € e3 >~ T e4. Se tomarmos n = 2k, e tomarmos a matrix inversa dada pela matrix da
Equagao (6 e a matriz decodificacio dada pela férmula 8, obtemos o mesmo resultado obtido para
n=2k+1.
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