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Resumo. O estudo de reticulados surgiu a partir do problema de como cobrir o espago R”
com esferas de mesmo raio de forma que quaisquer duas esferas se toquem em apenas um ponto
e ocupem o maior espaco possivel. Na teoria de reticulados algébricos um dos principais pro-
blemas é a obtencdo de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo de fécil
manipulagdo. No presente trabalho apresentamos construgoes de reticulados de dimensces 2 e 3
via polinémios de graus 2 e 3 no corpo de ntumeros reais, e dessa forma obtemos versoes rota-
cionadas dos reticulados As e As. Desse modo, apresentamos alguns fatos sobre os reticulados,
definindo-os e apresentamos suas principais propriedades. Apresentamos a matriz de Gram de um
reticulado e seu determinante, o conceito de discriminante de uma equacgao e fornecemos de maneira
explicita o discriminante de uma equagao quadratica e de uma ctbica. Em seguida, apresentamos
construgoes de reticulados de dimensao 2 via polindmios de grau 2 com raizes reais, com raizes
complexas e com raizes duplas Em seguida apresentamos construgoes de reticulados de dimensao
3 via polinémios de grau 3 com raizes reais (podendo uma delas ser dupla), com uma raiz real e
duas raizes complexas, e finalmente, com uma raiz tripla. Em todos os casos obtemos exemplos de
reticulados com densidade de centro 6tima de dimensoes 2 e 3.

1 Resultados basicos

O problema classico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de esfe-
ras idénticas no espago euclidiano n-dimensional de forma que a fracao do espaco coberto por
essas esferas seja a maior possivel. Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos princi-
pais problemas é a obtencao de reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo
manipulaveis.

O volume no R™ é bem conhecido e pode ser facilmente transferido para o R-espaco V através
do isomorfismo natural entre R e V, e definido por meio de uma base {vy, - ,v,}.

Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é uma distribuigao
de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a interseccao de quaisquer duas esferas tenha no
méximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o conjunto dos
centros das esferas e o raio. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o
conjunto dos centros das esferas formam um reticulado Hg de R"™. Dado um empacotamento no
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R™, associado a um reticulado Hg, com 8 = {v1,--- ,v,} uma Z-base, definimos a sua densidade
de empacotamento como sendo a proporcao do espago R” coberta pela uniao das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado Hg em que as esferas
tenham raio maximo. Para a determinacao deste raio. observe que fixado k > 0, a interseccao
do conjunto compacto {x € R"; |z| < k} com o reticulado Hg é um conjunto finito, de onde
segue que o nimero Hg . = min{|A|; A € Hg, X # 0} estd bem definido e (Hg,,, )? é chamado
de norma minima. Observamos que p = Hg, . /2 é o maior raio para o qual é possivel distribuir
esferas centradas nos pontos de Hz e obter um empacotamento, assim p ¢ chamado raio de
empacotamento do reticulado. Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao
estudo dos reticulados. Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que
a densidade de empacotamento de Hz ¢ igual a

A(Hy) = Volume da esfera ~ Vol(B(p))  Vol(B(1))p" (1)
7)™ Volume da regido fundamental Vol(Hg) — Vol(Hp)

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade de
centro, que é dado por

7

5(Hg) = #ﬂﬁ (2)

Logo, tiramos a seguinte relacao
A(Hpg) = Vol(B(1))6(Hp), (3)

ou seja, a densidade de empacotamente de Hg ¢ igual ao produto entre o volume da esfera com
centro na origem e raio 1 e a densidade de centro 6(H3).

2 Construcoes de reticulados

Seja uma equacao p(z) = ag + a1x + agx® + -+ + 2™ com coeficientes reais. O produto dos
quadrados das diferencas das raizes da equagao onde o coeficiente dominante é 1 é chamado
discriminante da equagao e denotado por A. Assim, se aj, a9, -+, ay sao as raizes de p(z) =
0, entao A = []; <j(ai — aj)Q. Em particular, o discriminante de uma equacgao quadratica
p(r) = 22 +ax +b = 0 é dada por A = a? — 4b e o discriminante de uma equacio ciibica
p(r) = 2% + az? + bx + ¢ = 0 é dada por A = 18abc — 4a3c + a®b? — 4b> — 27¢2.

Nas construcoes de reticulados em dimensoes 2 e 3 tratamos de equagoes quadraticas e
equacoes cubicas com um olhar sobre os seus discriminantes e seus coeficientes. Para isso,
apresentamos condigoes sobre seus discriminantes e sobre seus coeficientes para as construgoes de
reticulados densos nessas dimensoes, quando A > 0, A =0 e A < 0. Finalmente, apresentamos
construgoes de reticulados densos em dimensoes superiores, que generaliza as construcoes nas
dimensoes 2 e 3.
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Resumo. O objetivo deste trabalho é a construcao do reticulado hexagonal via ideais reticulados
em alguma algebra Z[z|/(f(z)), onde f(z) é um polindémio monico e irredutivel. A construgao é
baseada no Método de Kriiskemper [2], [4]. Os reticulados construidos, via este método, possuem
diversidade méaxima, representando assim constelacoes eficientes para transmissao sobre os canais
com desvanecimento do tipo Rayleigh. Além disso, através da distancia produto minima, um
relevante parametro de performance, obtemos constelagoes mais eficientes das conhecidas até o
momento.

1 Preliminares

Seja M um Z-modulo livre finitamente gerado de posto n e b : M x M — Z uma forma
bilinear simétrica. Seja f(x) € Z[x] um polinémio ménico irredutivel de grau n e 6 uma raiz de
f. Assim, Z[z]/(f(x)) = Z[f] com base {1,60,--- 0" '}. Seja A um ideal de Z[f]. Definimos
A# = {c € Q) | Tr(cA) C Z}. Sejam B € M,(Z) uma matriz simétrica nio singular e
A € M,(Z) tal que seu polinémio caracteristico y 4 é irredutivel e B~'AB = AT, entdo B ¢é a
matriz de um ideal reticulado [2]. Seja (M,b) um reticulado integral, entéo existe um inteiro
algébrico 6, um ideal A de Z[f] e a € (A?)# C Q(6) tal que b é isomorfo a ¢ : A x A — Z dado
por p(z,y) = Trgg) glary). O elemento § pode ser considerado totalmente real [4].

2 Construcao do reticulado hexagonal

Uma matriz geradora para o reticulado hexagonal As e sua matriz de Gram sao dadas,
respectivamente, por

-1 1 0 2 —1
M‘[o -1 1] ¢ G_[—1 2]'

-1 1
2 1
polinémio pa(z) = x* — 31, onde I é a matriz identidade de ordem 3, G~'AG = A!, onde
Al é a transposta de A. Agora, computamos duas matrizes V e G do seguinte modo: sejam
vg = {v1,v2}, onde vj = (—1)A;(A—0I,) ei = 1. Assim, vg = {(1 —0,-2)}. Se V =

Seja o poliniomio irredutivel p(zr) = z3 — 2 sobre Q. A matriz A = [ ] ¢ raiz do
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{(1)11, 1)12) (va1,v22) } e {(1,0)}V = {(v1,v2)}, entao V = {(1, —2), (—1,0)}, e consequentemente,

(Vh) 1t ={(5.0).(0,5).
Agora, G = (Trgg) (0" 167~ l))” 1 ={(2,0),(0,6)}, uma vez que 6 ¢ uma raiz de paz. O

conjunto das raizes de pa(z) { \/_ V3 },e isto significa que os homomorfismos reais de 6 sao
o1(0) = —v/3 e 02(0) = /3. Além disso dg = det(G) = 12

Sejam v, = {(v},v,)}, onde v; = ZmﬂH’ U wy = thgel Le

it =0 ={(o-3). (-8}

Portanto, vlo = {(vll,v;)} = {(—%9,—% — %9)} O elemento « é dado por avy = GU;, ie.,
af(1—0,-2)} = {(2,-1),(-1,2)}{(—¢0, - — 59)}. Usando, por exemplo, a tltima linha,
computamos o = ;11. Assim, a matriz geradora do reticulado é dada por

o (o) ey (9050
Vaioi(vz) /aao2(v2) -1 -1

Assim, det(by) = det(G) =3, [Ok : Z[0]] = 1 e h(K) = 1, onde K = Q(v/3). Como a norma
minima de Ay é u = 2, segue que o reticulado construido sobre o anel Ok tem distancia produto
minima relativa dada por

1/2

1/2
1 det(by) min{A} _ ( 1 3 ) =0.5
(

dpret(A2) = (V)2 dx Ok : Z[0]] V22V 12
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Resumo Um corpo de ntimeros abeliano K de grau primo p esta contido em um corpo ciclotémico
Q(¢n) em que n = p?n ou n = @1, onde 7 é livre de quadrados. Em cada caso é possivel estudar
e descrever explicitamente qual é a base do anel de inteiros de K e qual é a expressao da forma
trago integral Trg(2T) em funcdo de p e de n, com x nesse anel de inteiros. Nesta apresentagao
pretendemos apresentar esses resultados e a relagao deles com a densidade de reticulados algébricos
construidos pelo mergulho canénico sobre Z-mddulos do anel de inteiros de K.

1 Preliminares

Um subgrupo discreto aditivo de R” é o que chamamos de reticulado, o qual possui uma base
com m < n vetores. Se m = n dizemos que o reticulado é de posto maximo ou completo. Um
reticulado é, portanto, o conjunto das combinagoes lineares sobre Z de m vetores linearmente
independentes. Os reticulados tém sido ja ha algum tempo aplicados a Teoria de Cdodigos e
a Criptografia, devido a sua simetria e as suas intimeras propriedades. Na maioria das vezes
os pesquisadores da drea se preocupam em produzir reticulados com alta densidade de centro
(ou seja, com bom empacotamento esférico) para serem utilizados em canais Gaussianos ou
com maxima diversidade e boa distancia produto minima para serem aplicados em canais do
tipo Rayleigh com desvanecimento. Classicamente sabe-se que reticulados podem ser obtidos
via Teoria Algébrica dos Numeros através do mergulho canénico. O mergulho canénico (ou
homomorfismo de Minkowski) é uma aplicacao que realiza geometricamente os elementos de um
corpo de nimeros, produzindo um reticulado quando aplicado em um Z-moédulo de um anel de
inteiros.

2 Reticulados algébricos

Se M é um Z-médulo de um anel de inteiros de um corpo de nimeros K de grau n, entao o
mergulho canoénico é a aplicacao o : K — R" definida por

O‘(&?) = (0-1(:3)7 s Oy (1‘), R6(0T1+1(ZIJ)), Im(O-TlJrl(aj))v R Re(UT’2 (37))3 Im(UTQ (Ll?)))
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em que 0; : K — C sdo os monomorfismos de K em C, (r1,72) é a assinatura do corpo K,
e o conjunto (M) é um reticulado completo em R"™. Neste caso, a densidade de centro do
reticulado o (M) ¢ dada pela expressao

2r2pn
[Ox : M]\/D(K)

5(a(M)) =

em que [Og : M| é o indice do Z-médulo M em Ok, D(K) é o discriminante do corpo K e

L

p= min Trg(zT)

0#xeM
¢ o minimo da forga traco integral Trx (zZ) em M.

Quando K é um corpo de nimeros de grau primo p > 2 podemos calcular a expressao da
forma traco integral Trg (zZ) (note que T = x neste caso), para x no anel de inteiros de K. Tal
expressao estd em fungao de p e do condutor de K, que é o menor inteiro m tal que K C Q((p,).
Para obter essa expressao é necessario notar que hé duas possibilidades para m: ou m = p?m
ou m =m, em que m = p1p2...p,, com p; = 1 (mod p) distintos entre si.

Nesta apresentacao vamos apresentar as propriedades do corpo de ntimeros K de grau primo
p > 2 para cada um dos casos mencionados acima. Em particular, explicitaremos uma base
integral de K em cada caso. Posteriormente apresentaremos a expressao da forma traco integral
Trx(2T) em cada caso e veremos aplicagoes desses resultados a fim de produzir reticulados
algébricos com boa densidade.
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Resumo. Os reticulados bem arredondados (do inglés, Well Rounded Lattices (WR)) tém sido um
tépico de estudo recente, com aplicagoes em canais grampeados e em criptografia. Os reticulados
WR sao aqueles que possuem uma base em que todos os vetores tém norma coincidindo com a
norma minima do reticulado. Neste trabalho serd feito um estudo de reticulados WR. a partir de
ideais no anel dos inteiros de corpos de niimeros quadraticos, mostrando que existe uma infinidade
de corpos de nimeros quadraticos reais ou imaginarios contendo ideais que produzem reticulados
WR no plano. Serao abordadas também questoes relacionadas a reticulados WR, quando corpos
ciclotomicos sao considerados.

1 Resultados basicos

Seja A um reticulado de posto total no espaco euclidiano n-dimensional. A norma minima
de A é definida como |A| := min{||z||? : x € A\ {0}}, onde || || denota a norma euclidiana usual
em R” e o conjunto de vetores minimos de A é denotado por

S(A) = {z € At [l = A}

O reticulado A é WR se o conjunto S(A) gera R™.
Sejam K um corpo de ntmeros de grau n sobre Q e Ok o seu anel de inteiros. Para cada
x € K, seja ok : K = R™ o homomorfismo candénico definido por

O'K(x) = (Ulv 0 (33)7 ‘%0'7"1-1—1(17)7 %Um-i-l(x)a T 7%07”14—7‘2 (m)a %0'7‘1-1-7”2(33))7

onde as notagoes R(x) e I(x) representam as partes real e imagindria do nimero complexo z,
respectivamente. Assim, Ag := o (Ox) é um reticulado de posto total em R™, onde n = r1+2rs.
Mais geralmente, para qualquer ideal fraciondrio nao nulo I de Ok, Ax(I) := og(I) é um
reticulado de posto total em R”.

2 Resultados

Neste trabalho, veremos que existem infinitos corpos de nimeros quadréticos reais e ima-
ginarios K, cujo anel dos inteiros contém um ideal I, tal que o reticulado ox(I) é WR. Outro
importante resultado é que o reticulado Ap é WR se, e somente se, D = —1, —3, onde Ap denota
o reticulado Ag.

No entanto, quando consideramos corpos ciclotomicos veremos que reticulados obtidos a
partir de corpos ciclotomicos sao sempre WR. Os resultados apresentados neste trabalho sao
baseados nas referéncias [1,2].
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Resumo Cédigos sao frequentemente estudados nas métricas de Hamming e de Lee. Neste tra-
balho, apresentamos resultados sobre cédigos g-drios perfeitos e quase perfeitos na métrica p-Lee
para p = 2.

1 Preliminares

Um c6digo g-drio €' ¢ um subconjunto de Zy, ¢ € N. Um cddigo C' C Zy ¢ chamado linear
se € um subgrupo aditivo de Zj .
n 1/p

Dados 7,y € Zy, a métrica p-Lee é definida como dp 1.c(T,7) = (Z (dLee(Ti,gi))p> se

=1
1 < p < 0 e dorne(@y) = max{dre(Ti,¥;), 1 = 1,...,n}, onde dre(Ti T)
= min {|7; — 7i|,q — |Ti — Til} -

2 Resultados

A fim de definir os conceitos de cédigos perfeitos e quase perfeitos na métrica p-Lee para
2 < p < oo, primeiro definimos o conjunto distancia como D, 4 = {d € R, tal que existem z €
Zy e c € Ccom dpree(z,c) = d}. O raio de empacotamento de um cédigo C' C Zy na métrica
p-Lee, denotado por 75, é 0o maior r € Dy, 4 tal que B (z,7) N By (y,r) = 0 para todo z,y € C,
onde B} (a,r) denota a bola fechada na métrica p-Lee em Z centrada em a com raio 7. O raio
de cobertura de um cédigo C' C Zg na métrica p-Lee, denotado por R;,, é o menor 1 € Dpp 4
tal que J e Bg(c, r) = Zg . Definimos a distancia de dois elementos 74,75 € Dppn g com 74 < 73
como d(rq,7y) = # (Dpng N [ra, b)), onde [rg,7) denota um intervalo em R. Dizemos que um
cédigo é perfeito quando 1, = R, e quase perfeito quando d(ry, R,) = 1.
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Neste trabalho, apresentamos alguns resultados de [1] e [3] onde, através de uma abordagem
computacional, para p = 2 ¢ n = 2,3 foram determinados todos os raios para os quais existem
codigos lineares perfeitos e quase perfeitos.
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Resumo Neste trabalho iremos apresentar estratégias de codificagdo de canal utilizando cédigos
polares com o objetivo de aplica-los no sistema 5G. Para esta estratégia de codificagao ¢ utilizada
a polarizacao de canal para um canal discreto e sem meméria, onde parametros como a capacidade
do canal e o limitante de Bhattacharyya podem ser calculados. Dessa forma, a codificacdo dos
codigos polares utilizando o produto de Kronecker de matrizes sera apresentada e sera mostrado
que estes codigos atingem a capacidade do canal para serem utilizados em redes 5G.

1 Resultados

A partir de 2020 acredita-se que comecara a ser implementado o sistema de comunicacao
sem fio de quinta geragao (5G) [1], esse sistema trard grandes desafios para os servigos de
comunicacoes, pois por meio dele haverd um crescimento exponencial de dados devido as novas
aplicagoes e ao aumento substancial de dispositivos que ocorrera a partir da implementacao da
Internet das Coisas (IoT, Internet of things).

O 5G demanda de diversos fatores para sua implementacao, como taxas de transmissao
1000x mais altas do que as taxas de sistemas 4G, uma maior confiabilidade e cobertura no
canal de comunicacao, diminuir substancialmente a laténcia na transmissao do sinal e também
aumentar a eficiéncia energética desses dispositivos, entre outros [2]. As novas taxas propostas
sao de 10Gbps em baixa mobilidade e 100Mbps para as demais, com raio de cobertura de até
50Km para cenarios menos densos, com baixo retardo, entre 1ms a 10ms. Para que seja possivel
alcancar esses objetivos, essa comunicacao necessita de um tipo de codificacao de canal no qual
supra a todos esses requisitos.

Os c6digos polares, introduzidos por E. Arikan em 2009 [3], sdo cédigos de bloco lineares
baseados no conceito de polarizacao de canal, onde um canal W é transformado em dois tipos de
canais sintetizados, mas com diferentes confiabilidades: o bom ( W+) e o ruim ( W-). Ao aplicar
continuamente a polarizacao sobre os canais sintetizados, grande parte dos canais resultantes
tende a dois extremos: os canais ruidosos e os canais quase-livres de ruidos. Portanto, a estratégia
é transmitir os bits de informacao sobre os canais sem ruido e fixar em zero os bits sobre os
canais ruidosos, chamados bits congelados.

Os cédigos polares possuem codificadores baseados em simples mapeamentos lineares, [3].
Para uma palavra cédigo de tamanho N = 2" n > 1, definimos Fy = F®n, onde F®" ¢ o
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11
é feita utilizando a matriz geradora Gy = By X Fiy, onde By é uma matriz de permutagao que
guarda a seguéncia de combinacao da construcao do canal.

Nosso objetivo é apresentar esta codificacao relacionando-a com a polarizacao de canal apre-
sentada em [3], além de calcular parametros relacionados com esta codifica¢ao como a capacidade
do canal, mostrando que esta é alcancada para ser utilizada em redes 5G, o parametro de Bhat-
tacharyya utilizado para verificar a confiabilidade da codificacao e a probabilidade de erro.

n-ésimo produto de Kronecker para a matriz F' = ( ) A codificagao dos cédigos polares
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Modulacao codificada 8-QAM via o reticulado Dy
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Resumo. Os sistemas de comunicagoes sem fio tém evoluido de forma extraordinaria nos tltimos
anos. O crescimento nas aplicacoes, desde que requeira de espectro de frequéncia limitado, ne-
cessita de sistemas que integrem voz e dados em modernos links de comunicacao digital de forma
eficiente. Os problemas de ruido e multipercuso continuam sendo os que mais limitam a capaci-
dade destes sistemas. Neste sentido, sistemas eficientes de codificagao de canal continuam sendo
estudados e sao, de fato, um dos principais mecanismos que podem melhorar tal eficiéncia. Esque-
mas de modulagao codificada tem sido propostos na literatura via reticulados [1], [2], [4]. Neste
trabalho abordaremos a técnica de modulagao codificada por blocos (BCM) de comprimento N
para a transmissao de dados através de uma constelacao de sinais de 8-PSK obtida via partigao
do reticulado Dy para 8 pontos com mesmo esquema BCM. Cada simbolo da sequéncia codificada
corresponde a um ponto da constelacao bi-dimensional Dy de 8 pontos .

1 Resultados basicos

Neste trabalho, apresentamos um estudo da técnica de modulacao codificada por blocos
(BCM) de comprimento N para a transmissao de dados mediante uma constelagao de sinal de
8-PSK apresentada em [3] e se focou na constru¢ao de uma constelagao de sinais via partigao
de reticulado bi-dimensionais com 8 pontos que permita a construcao de sequéncias de simbolos
codificadas equivalentes a codigos 2N-dimensionais para canais limitados en largura de banda.

A codificagao consiste de m codificadores Ej,--- , E,,, para codigos de correcao de erro
binarios Cj, - - - ,C,,,, com taxa Ry, -, R,,, respectivamente. Se C; é um bloco de cumprimento
N e k; bits de informacao, a R; é ki/n;. A sequencia de informagao previamente é particionada
dentro de m componentes de sequencias de informagao a taxa Ry,. sgt) denota a saida (simbolos
bindrios) dos codificadores E; no tempo t. O simbolo de canal a transmitir no tempo ¢ é o
resultado da combinagao de s(lt), e ,sﬁf) como descrito na Equacao 1 e que corresponde a uns
dos 2™ simbolos da constelacao de sinais do esquema de modulagao multinivel utilizado.

m

s(t)=> st-2i7h (1)

i=1
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2 Construcgao

Utilizando a estrutura de codificadores binédrio de repetigao (8,1,8), de paridade (8,7,2)
e universal (8,8, 1) construiremos uma constelacao reticulada, onde o mapeamento é realizado
por meio da cadeia de particdes dada por Z2/Do/272/2Do /472 - - -, e representada por uma
constelacao de energia media zero.

4
3 3 5
2
1] 2 4
0
-1 1 7
-2
310
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Assim, para transmitir uma sequencia binaria de 16 bits como [0100011011010101] é realizada
através de trés blocos de 1 bits, 7 bits e 8 bits e codificadas como E; = [0000000], Fo =
[10001101]e EF3 =[1101010 1], respectivamente. A sequencia codificada é s =
[64042606] que corresponde ao ponto p = [-1 —311 —3 —-311 —311 -3 -3 —-31—3] em o
reticulado DS.
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Resumo. Neste trabalho, apresentamos o pseudo cédigo de um algoritmo heuristico que visa
encontrar, se possivel, um elemento totalmente positivo associado ao mergulho torcido de corpos
totalmente reais.

1 Introducao

Considere um ntimero natural M, da forma M = 2"pips - - - px, em que p;’s sa0 numeros
primos fmpares e distintos, considere o corpo totalmente

K=0Q ((m+¢yf) .

em que (p é a M-ésima raiz primitiva da unidade. O mergulho torcido induz no anel dos inteiros
Ok uma métrica dada pela forma bilinear:

(z,y) = Tr(zya)

em que « é um elemento totalmente positivo (positivo para cada mergulho canonico).

2 Resultados

A obtencao do elemento totalmente positivo requer duas etapas fundamentais:

e A primeira é a obtenc¢ao de um elemento 5 que possui a mesmo norma produto do elemento
« e assim «, se existir, serd obtido pela multiplicacao do elemento g por alguma unidade;

e A segunda etapa, a mais complexa, requer a geracao de unidades. A complexidade estd
associado ao fato de que a quantidade de unidades crescem exponencialmente com a di-
mensao, pois as unidades formam um grupo multiplicativo gerado por n — 1 unidades
fundamentais.

As unidades fundamentais em geral nao sao conhecidas e portanto nao existe férmula fechada
para a geracao ou obtencao de unidades, sendo assim faz-se necessdario um mecanismo eficiente
e controlado para geracao de um numero razoavel de unidades. Portanto para segunda etapa
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sugerimos a utilizacao de técnicas heuristicas para a geracao de um conjunto grande de unidades,
uma possibilidade para isso ¢ usar as unidades ciclotomicas ou busca aleatdria de unidades.

O Algoritmo a seguir proposto tem obtido sucesso em baixas dimensoes e nos casos positivos
a resposta é obtida em poucos minutos.

Algoritmo 1: Método heuristico para obtencao de elemento algébrico totalmente positivo.

Entrada: Um nimero natural M; Nimero maximo de iteracoes C';

[1Ppbl

Saida: Um elemento totalmente positivo “o” ou mensagem “elemento nao encontrado”.
inicio

1. Obtenha o discriminante de corpo K e sua fatoragao;

Obtenha o polindmio minimal;

Defina os elementos de Ok (e;) e os mergulhos canénicos;

Defina fungoes “sinal” e “norma produto” de elementos de Ok;

Encontre um conjunto grande de unidades;

6. Construa uma matriz, U, em que cada linha representa o sinal de alguma unidade

GUk N

gerada;

7. Obtenha, para cada i, os elementos geradores de cada ideal []; (pi; (e1),pi) (piy €
[-ésimo elemento da fatoracao do polinéomio minimal mdédulo i-ésimo primo impar
divisor de M (p;);

8. Selecione os elementos dos ideais anteriores de forma a satisfazerem a norma
produto desejada;

9. Multiplique os elementos anteriores de forma a obter candidatos como a norma
produto desejada;

10. Construa uma matriz, A, em que cada linha representa o sinal dos elementos
anteriores;

enquanto u > 0 faga
a. Use algum mecanismo de busca para encontrar linhas iguais entre as matrizes

U e A,

b. Se a etapa anterior for positiva, identifique os elementos que geram as
respectivas linhas iguais de U e A, multiplique os elementos de forma a obter o
elemento « e faca C' = —1;

¢. Caso contrario faga C' = C' — 1 e atualize a matriz A multiplicado cada linha
pelo sinal de uma unidade escolhida da maneira aleatéria;

se C'=0 entao
I_ imprima a mensagem “clemento nao encontrado”;

senao
|_ imprima «;
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