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1 Introducao

O CNMAC é um excelente evento da SBMAC, onde congrega um grande ntimero de
participantes, entre pesquisadores, professores, profissionais de empresas e centros de pes-
quisas e estudantes das mais diversas areas da Matematica e da Matematica Aplicada e
Computacional. Constitui-se em uma oportunidade impar para discutir trabalhos em an-
damento, divulgar resultados e ficar a par da producao cientifica em desenvolvimento nas
principais instituicoes nacionais, que acontece desde 1978. No CNMAC sao apresentados
minicursos, minissimpésios, conferéncias, sessoes técnicas de comunicagoes, sessoes espe-
ciais dedicadas a iniciagao cientifica e ao ensino, exposicoes e mesas redondas. Também
durante o CNMAC sao premiados trabalhos de iniciacao cientifica, dissertagoes de mes-
trado e teses de doutorado. O CNMAC tem como objetivo reunir a comunidade cientifica
de Matemaética Aplicada e Computacional, criando um férum para o intercambio de idéias
e surgimento de parcerias entre os participantes, assim como incentivando e inspirando a
platéia de estudantes que comparecem ao evento. No ano de 2022 o Imecc - Unicamp,
Campinas - SP, estd empenhada em sediar o XLI CNMAC, que sera realizada no periodo
de 26 a 30 de setembro.

Em 2003, nesta linha, foi organizado o primeiro minissimpdsio intitulado Empacota-
mento de esferas e codigos lineares dentro do XXVI CNMAC realizado no periodo de 08 a
11 de setembro no Ibilce - Unesp - Sao José do Rio Preto - SP. Em 2004, foi organizado o
segundo minissimposio intitulado Cddigos e reticulados, dentro do XXVII CNMAC que foi
realizado no periodo de 13 a 16 de setembro na PUC - Porto Alegre - RS, que teve como o
objetivo de divulgar algumas técnicas utilizadas no estudo de codigos e reticulados, sobre
anéis e corpos, enfocando o estudo de empacotamento de esferas em espagos euclidianos

e hiperbdlicos. Depois de uma pausa, em 2016 organizamos um minissimpésio intitulado



Codigos e reticulados algébricos dentro da programacao do XXXVII CNMAC que foi re-
alizado em Gramado - RS no periodo de 05 a 09 de setembro. Em 2017, organizamos
um minissimpoésio intitulado Codigo e reticulados algébricos dentro da programacao do
XXVII CNMAC que foi realizado no Instituto de Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal de Sao Paulo, Campus de Sao José dos Campos - SP, no periodo de 19 a 22 de
setembro. Em 2018, organizamos um minissimpoésio intitulado Construgoes de codigos
e reticulados algébricos dentro do XXXVIII CNMAC com o objetivo de divulgar novas
técnicas utilizadas no estudo da construcao de reticulados algébricos obtidos via corpos
de numeros, enfocando o estudo do empacotamento de esferas em espacos euclidianos
e hiperbdlicos. No ano de 2019 o Instituto de Matemética da Universidade Federal de
Uberlandia sediou o XXIX CNMAC, realizado no periodo de 16 a 20 de setembro, onde
organizamos o minissimpésio c6digos e reticulados algébricos. No ano de 2020/21 o pri-
meiro CNMAC on line, XL CNMAC, foi realizado e organizado pala Universidade Federal
de Campo Grande, Campo Grande - MS, no periodo de 13 a 17 de setembro de 2021, onde
organizamos o Minissimposio Cédigos e reticulados algébricos. Em 2022 dentro do XLI
CNMAC, no periodo de 26 a 30 de setembro, realizado no Imecc - Unicamp, Campinas -
SP, organizamos o mini-simpoésio Codigos e reticulados algébricos. Novamente, em 2023,
estamos empenhados em organizar um minissimpésio intitulado Cddigos e reticulados
algébricos dentro do XLII CNMAC, que sera realizado no periodo de 18 a 22 de setembro,
que sera realizado em Bonito - MS, com o objetivo de divulgar novas técnicas utilizadas no
estudo da construcao de reticulados algébricos obtidos via corpos de ntiimeros, enfocando
o estudo do empacotamento de esferas em espagos euclidianos e hiperbdlicos. Neste mi-
nissimpodsio veremos, também, diferentes métodos de pesquisar os melhores reticulados,
visando sempre determinar aqueles de maior densidade de centro, através das técnicas

geométricas e também das técnicas algébricas.
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Corpos de nimeros puros e aplicacoes

Antonio Aparecido de Andrade !

Departamento de Matemaética, Ibilce, Unesp
Sao José do Rio Preto - SP

1 Introducao

Um problema classico na matemadjtica é o de obter um empacotamento de esferas de mesmo
raio em R™ de tal modo que as esferas ocupem o maior espaco possivel ou, equivalentemente,
que a densidade deste empacotamento seja maxima. Isto pode ser visto como uma versao
do 18° problema de Hilbert, proposto em 1900 no Congresso Internacional de Matemajtica
em Paris. Dentre os empacotamentos esféricos, o empacotamento reticulado, que é um tipo de
empacotamento onde o conjunto formado pelos centros das esferas formam um conjunto discreto
no R™, chamado de reticulado. Um dos parametros matematicos que medem a densidade do
empacotamento é a densidade de centro, definida como a razao entre o raio e o volume das
esferas. Para os espacos R" de dimensoes 2 a 8 e 24 sao conhecidos empacotamentos reticulados
com densidade de centro maxima. Reticulados com alta densidade de centro possuem aplicagoes
na teoria da informagao.

Seja K um corpo de nimeros de grau n. Assim existem n Q-monomorfismos o1, 09, ..., o, de
K em C. Podemos reordenar tais monomofismos de tal forma que oy, ..., 0., sejam reais e que
os monomorfismos nao reais satisfacam o, yr,4; = 0,1, para j = 1,...,72, onde n = ry + 2ro.

Defina a funcio o : K — R™ x R?"2 = R" por

U(x) = (0'1(1‘), s Oy (55)7 R6{0r1+1($)}, Im{o_rﬁ-l(x)}v s 7R6{0T1+T2 (l‘)}v Im{UT1+T2 (x)})

A funcao o é um homomorfismo injetivo de anéis de K em R", chamado de homomorfismo
canoénico (ou homomorfismo de Minkowski). Se M é um Z-médulo de K, entdo o(M) é um
reticulado em R™. Tais reticulados sdo chamados de reticulados algébricos e possuem o diferencial
de poder usar resultados da teoria algébrica dos nimeros para analisar as suas propriedades.
Além disso, diversos trabalhos mostram a existéncia de reticulados algébricos com densidade de
centro 6tima.

2 Resultados

Uma extensao finita dos racionais, Q C K é chamado um corpo de ntimeros. Neste trabalho,
exploramos alguns corpos de nimeros, chamados corpos puros, onde diferentemente dos corpos
quadraticos e ciclotomicos, nao é simples de identificar o seu anel de inteiros Por isso, chamamos

tantonio.andrade@unesp.br. Agradecimentos a Fapesp, Proc. 2013/25977-7 e 2022/02303-0



a atencao para os corpos onde o elemento primitivo tem como polinémio minimal p(x) = 2" —d,
com d um inteiro livre de cubos.

Sejam K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = {/d, com d € Z livre de poténcias n-ésimas
e n € N, e Ok o seu anel de inteiros algébricos de K.

1. Se d é livre de quadrados, entao 00g NZ = dZ.

2. Se d € Z ¢ livre de quadrados, entao

0,sek=1,2,...,n—1,
Tr(0%) = { nd®, se k =ns, com s € N,
0, se k> n ek #0(mod n).

3. Sen=3ed € Zé livre de quadrados, entao

Z+ 76 + 70%, se d £ +1(mod 9)
O = Z+170+7Z %W),sedzumow)
Z+70+7Z %W),sedz—l(mod%.

2

4. Se n =3 e d nao ¢ livre de quadrados e livre de cubos, ou seja, com d = m°n, onde m e n

sao livres de quadrados e mde(m,n) = 1, entao

Z—I—ZQ—i—Z(Z) se d# +1(mod9)
Z—i—ZG—i—Z(W) se d=1(mod9) e m=1,-2(mod 9)
Ok = Z+Z€+Z(92+2g;§+2m) se d=1(mod9)em#1,—2(mod 9)
Z—i—ZG—i—Z(W) se d=—1(mod9) e m=1,—2(mod 9)
Z+Z€+Z(W) se d=—1(mod9)em #1,—2(mod 9).
Referéncias

[1] L. S. Facini, Uma introdu¢do aos corpos nao abelianos de grau menor ou igual a 6, Dissertagao
de Mestrado, Ibilce - Unesp, Sao José do Rio Preto - SP, 2021.
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Reticulados bem arredondados em dimensao prima impar via o
mergulho canénico

Robson Ricardo de Araujo !
Instituto Federal de Sao Paulo, Catanduva - SP.

1 Introducao

Reticulados bem arredondados sao aqueles de posto maximo em R™ que possuem um conjunto
com n vetores linearmente independentes de normas coincidentes a norma minima do reticulado.
Recentemente algumas vantagens para codificagdo e criptografia tém sido apontadas sobre a
utilizagao desses reticulados, tais como seu uso para transmissao de sinais em canais SISO do
tipo Rayleigh com desvanecimento e em canais wiretap MIMO |[4,5].

Uma maneira bem considerada nas tltimas décadas para obtencgao de reticulados é via mer-
gulhos algébricos de Z-modulos (em particular, ideais) de anéis de inteiros de corpos de ntimeros
para o espago euclidiano. Reticulados obtidos dessa maneira costumam ser chamados de reticula-
dos algébricos. Em [3] os autores analisam determinadas situagoes em que reticulados algébricos
sao ou nao bem arredondados. Destacadamente, sendo o o mergulho canoénico e Ok o anel de in-
teiros de um corpo de numeros, prova-se nesse artigo que o(Ok) ¢ bem arredondado se, e somente
se, K é um corpo ciclotémico. Neste trabalho apresentamos uma iniciativa de expansao desses
resultados, provando que é possivel obter reticulados bem arredondados através de determinada
familia de Z-modulos de anéis de inteiros de corpos de niimeros abelianos de grau primo p impar
via 0 mergulho canoénico, mesmo que esses corpos nao sejam abelianos [2]. Ao final apontaremos
alguns caminhos para pesquisa futura e problemas em aberto relacionados a este assunto.

2 Resultados

Um subgrupo discreto aditivo de R™ é o que chamamos de reticulado, o qual possui uma base
com m < n vetores. Se m = n dizemos que o reticulado é de posto maximo ou completo. Um
reticulado é, portanto, o conjunto das combinacoes lineares sobre Z de m vetores linearmente
independentes. Os reticulados tém sido, ja hé algum tempo, aplicados & Teoria de Codigos e a
Criptografia, devido a sua simetria e as suas inimeras propriedades geométricas e algébricas. Um
problema muito comum na area consiste em produzir reticulados com alta densidade (ou seja,
com bom empacotamento esférico) para serem utilizados em canais Gaussianos ou com méxima
diversidade e boa distancia produto minima para serem aplicados em canais do tipo Rayleigh
com desvanecimento.

'robson.ricardo@ifsp.edu.br.
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Recentemente, reticulados chamados bem arredondados tém ganhado destaque por apresenta-
rem vantagens em canais SISO do tipo Rayleigh com desvanecimento e em canais MIMO Wiretap.
Os reticulados bem arredondados sao aqueles completos em R™ que possuem um conjunto com
n vetores linearmente independentes cuja norma coincide com a norma minima do reticulado.
Se eles geram o reticulado, dizemos que o reticulado é fortemente bem arredondado.

Classicamente sabe-se também que reticulados podem ser obtidos via Teoria Algébrica dos
Nuameros através do mergulho canénico. O mergulho canonico (ou homomorfismo de Minkowski)
é uma aplicagao que realiza geometricamente os elementos de um corpo de ntmeros, produzindo
um reticulado quando aplicado em um Z-moédulo de um anel de inteiros. Precisamente, se M é
um Z-moédulo de um anel de inteiros de um corpo de ntimeros K de grau n, entao o mergulho
candnico é a aplicacao o : K — R" definida por

o(z) = (01(x), ..., 00 (2), Re(0r,11(2)), Im(0ry 41(2)), . . ., Re(ory (), Im(ay, (2)))

em que 0; : K — C sao os monomorfismos de K em C, (r1,72) é a assinatura do corpo
K, e o conjunto o(M) é um reticulado completo em R™. Em |3]| s@o apresentados resultados
envolvendo reticulados algébricos obtidos pelo mergulho candnico que tenham a propriedade de
serem bem arredondados. Um deles menciona a existéncia de infinitos corpos de niimeros cuja
realizagao geométrica através do mergulho canénico seja um reticulado bem arredondado. Outro
da condicdes para que um reticulado completo em R? seja bem arredondado e para ser equivalente
ao reticulado hexagonal. No entanto, destacamos o teorema que diz que, sendo Ok o anel de
inteiros de um corpo de numeros K, o reticulado o(Ok) é bem arredondado se, e somente se, K
é um corpo ciclotémico.

Seja K um corpo de ntumeros abeliano de grau primo impar p de modo que seu condutor nao
seja divisivel por p (ou seja, K é ndo-ramificado). Mostraremos, construtivamente, uma maneira
de obter uma infinidade de Z-mo6dulos M tais que o(M) sao bem-arredondados. Com isso, em
particular observamos ser possivel obter sub-reticulados bem arredondados de o(Ok), mesmo
que este ultimo nao seja bem arredondado [2]. Neste trabalho, apresentaremos precisamente os
resultados mencionados anteriormente, faremos discussoes sobre a geracao de reticulados bem
arredondados via corpos de ntimeros e apontaremos alguns problemas em aberto.
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Reticulados circulantes

Carina Alves !

Joao Gabriel Oliveira de Jesus
William Lima da Silva Pinto 3
Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita Filho”, Campus de Rio Claro
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1 Introducao

Reticulados circulantes sao aqueles que admitem uma matriz circulante como matriz gera-
dora, isto é, que admitem como base um vetor real e suas n — 1 rotagoes uma coordenada a
direita. Neste trabalho serd feito um estudo sobre reticulados circulantes, em particular, in-
vestigamos condigOes para que a expressao da norma de um vetor arbitrdario de um reticulado
circulante seja substancialmente simplificada.

2 Resultados

Seja n > 2 e defina o operador
rot : R" — R"

por I'Ot(]?l, Lo, ,Tn-1, ],'n) = (iUn, Ty, X2, " )xn—l)-
Dizemos que um reticulado A, C R™ é circulante se ele admite uma base da forma

{u,rot(u),--- ,rot" 1(u)}
para algum u = (p1, p2,-- -, pn) € R™. O vetor u determina uma matriz circulante Gy da forma
pPL P2 Pn
T
b ps e

A caracterizacao de reticulados através de matrizes geradoras circulantes tem algumas con-
sequéncias relevantes, como o célculo facilitado do determinante, e consequentemente da densi-
dade de centro.

O reticulado A,, por exemplo, admite uma matriz geradora circulante. Uma classe de
reticulados que sao preservados pelo operador de rotacao para entradas inteiras, foram abordados
em [3].

le-mail: carina.alves@unesp.br. Agradecimentos & FAPESP, Proc. 2019/20800-8 e 2013/25977-7.
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Reticulados gerados via polinémios possuem matrizes circulantes e foram propostos até a
dimensao 3 em [2]. O método enfrenta um problema a partir da dimensao 4, a qual foi explorada
em [1], que é o fato de que nao se consegue de maneira geral a norma de um vetor arbitrario do
reticulado em funcéao dos coeficientes do polinémio. A solucdo para isso pode ser, por exemplo,
restringir os coeficientes do polindmio, e consequentemente suas raizes, a uma condicao. Isso
torna possivel generalizar a construcao de reticulados através de polindmios.

Neste trabalho veremos que simplificando a norma de um vetor arbitrario de um reticulado
circulante determinado por u, podemos construir alguns reticulados tao densos quanto classes
conhecidas, como D,, e A,. Encontrar empacotamentos esféricos densos no espaco euclidiano
equivale a encontrar bons cédigos. Cdédigos que tem sido amplamente utilizados sdo os c¢odigos
espago-tempo, devido a sua facilidade de codificacao e decodificagao [4].
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Sobre a nao existencia de codigos lineares perfeitos na métrica £,
para alguns parametros

Grasiele Cristiane Jorge e Lucas Eduardo Nogueira Gongalves !
Departamento de Ciéncia e Tecnologia, Universidade Federal de Sao Paulo
Sao José dos Campos - SP

1 Introducao

Um reticulado A C R™ é um subgrupo aditivo e discreto de R"™. Dado um reticulado A C Z",
dizemos que A é um cédigo linear perfeito para uma dada métrica se existir um raio r > 0
(raio de empacotamento) de forma que ao tragarmos esferas com este raio ao redor de todos os
elementos de A estas esferas nao se intersectam em Z" e a uniao delas resulta em Z".

Em [2], Golomb e Welch consideraram a métrica da soma e apresentaram familias de cédigos
lineares perfeitos para alguns parametros: dimensao 2 com qualquer raio natural e qualquer
dimensao com raio igual a 1. Eles conjecturaram que na métrica da soma nao existem cédigos
lineares perfeitos em Z™ para n > 3 e r > 2. Embora a conjectura ja tenha sido abordada
de vérias formas, nenhuma delas resultou na demonstracao do caso geral e até o momento ela
permanece em aberto.

2 Resultados

Pelo fato de existirem pouquissimos cédigos lineares perfeitos em Z™ na métrica da soma e
pela métrica euclidiana ser muito utilizada em aplicagoes praticas, em [1] foram considerados
codigos lineares perfeitos em Z" na métrica £,, 1 < p < oco. A métrica ¢, é definida para
z,y € R" e p>1 como

n 1/p
st = (Sve)”
i=1

Para p = 1, ¢; é a métrica da soma e para p = 2, {5 é a métrica euclidiana. Em [1] foi encontrado
um limitante para o raio de empacotamento maximo atingivel para um cédigo linear perfeito
em Z"™ e com o auxilio de um algoritmo computacional foi feita uma busca nas dimensoes 2 e 3
considerando a métrica euclidiana (¢2). Foi mostrado que, para a métrica euclidiana, sé existem
c6digos lineares perfeitos em Z?2 para raios 1, v/2, 2 e 2v/2 e s6 existem cédigos lineares perfeitos
em Z? para raios 1,+/3. Foi conjecturado que esses sdo os tinicos parametros (dimensio e raio)
para os quais existem cédigos lineares perfeitos na métrica fo. Considerando 1 < p < oo, foi
provado que para n = 2 e r inteiro nao existem cédigos perfeitos na métrica £, se r > 2.

Lgrasiele.jorge@unifesp.br. Agradecimentos & Fapesp, Proc. 2019/14390-1 e 2013/25977-7



Em [4] os autores obtiveram outros parametros para os quais nao existem cédigos lineares
perfeitos na métrica ¢,. Considerando apenas a métrica da soma (p = 1), foi provado que
se n = 12 ou 21 (mod 27) e o numero de pontos de Z"™ na bola de raio 3 é livre de quadra-
dos, entao nao existe um cédigo linear perfeito com raio 3. Mais ainda, se n = 3,5,21 ou 23
(mod 27), n > 4, e o numero de pontos de Z" na bola de raio 4 é livre de quadrados, entao nao
existe um cédigo linear perfeito com raio 4. Agora, considerando a métrica £, para 2 < p < oo,
foi demonstrado que se n = 5 ou 8 (mod 9) e o nimero de pontos de Z" na bola de raio 21/7
6 livre de quadrados, entdo nao existe um cédigo linear perfeito com raio 2/P. Mais ainda,
se n = 11,12,20 ou 21 (mod 27) e o nimero de pontos de Z" na bola de raio 3/7 é livre de
quadrados, entao nao existe um cédigo linear perfeito com raio 31/P. Todas as demonstragoes
foram feitas de forma algébrica utilizando a técnica utilizada em [1] com auxilio computacional.

Nesta palestra apresentaremos alguns resultados sobre a classificacao de cédigos perfeitos na
métrica £, considerando as técnicas utilizadas em [1] e [4].
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Rotulamento dos Pontos das Constelacoes de Sinais
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1 Introducao

Modulagoes de alta ordem vém ganhando destaque através do uso de alguns formatos que
utilizam a polarizacao da luz para transmitir dados e, além disso, podem ser otimizadas utilizando
operagoes de rotagao e translagao dos simbolos das constelagoes definidas por politopos, [1,2].
Dentre elas, o uso da técnica de modulagao digital conhecida como modulacao por chaveamento
de polarizagao - PolSK (Polarization-Shift Keying) chama a atengao na area das comunicagoes
opticas, pelo fato de que o estado de polarizacao é o parametro mais estavel de um feixe de laser
durante a sua propagacao na atmosfera.

Neste contexto, este trabalho tem como objetivo inicial apresentar modulagoes em quatro
dimensoes utilizando os conceitos de codigos esféricos 6timos, algebra dos quatérnios e fibragao
de Hopf. A partir da jun¢ao da modulagao PolSK com a modulagdo PSK (Phase-Shift Keying),
iremos construir a modulagao mPolSK-nPSK, em que m é a quantidade de pontos tomados
em uma esfera de Poincaré e n é a quantidade de amostras consideradas na modulagao PSK.
A importancia de se considerar codigos esféricos 6timos na esfera de Poincaré estd no fato de
em transmissoes de sinais ruidosos, os pontos espalhados pelo ruido terao menor probabilidade
de serem associados ao ponto errado devido ao fato da distdncia minima ser a maior possivel
entre os m pontos considerados, este é um diferencial deste trabalho aos demais conhecidos
pelos autores na literatura. Além disso, utilizaremos os conceitos de fibracdo de Hopf para
transformar as coordenadas de trés dimensoes para quatro dimensoes e vice-versa. Por fim, iremos
realizar o rotulamento das constelagoes de sinais mPolSK—8PSK para m = {4, 6, 8,12, 16}, pelas
modulagoes 4D. E, em seguida, através da relacdo entre a algebra dos quatérnios e o espago
quadridimensional iremos obter as parti¢oes bidimensionais QAM das modulagoes.

2 Resultados

Consideremos constelagoes de sinais obtidas a partir das modulagbes mPolSK-8PSK para
m = {4,6,8,12,16}. De modo a exemplificar as construgoes realizadas, apresentamos na Figura
1 a modulacio 8PolSK-8PSK. Na Figura 1(a) temos a configuracao 6tima no S? para oito pontos,
a qual é dada por um antiprisma quadrado. Aplicando o mapeamento inverso da fibragao de
Hopf nas coordenadas obtidas a partir do codigo esférico 6timo considerado e em seguida a
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projecdo estereografica, obtemos os 8 circulos da esfera S na esfera S? apresentado na Figura
1(b), de modo que em cada circulo é considerado 8 amostras da modulagao PSK, gerando assim
a modulagao 8PolSK-8PSK. Por fim, excluindo os circulos, na Figura 1(c), temos a constelagao
de sinais 6tima da modulagao 8PolSK-8PSK, onde cada cor esta associada ao respectivo ponto
na esfera S? de acordo com a Figura 1(a).

(a) Codigo esférico 6timo 8pts (b) Modulagao 8PolSK-8PSK (c) Constelagao de sinais

Figura 1: Modulagao 8PolSK-8PSK utilizando codigos esféricos 6timos.

Agora, iremos realizar o rotulamento das coordenadas (x1, z2, 23, 74) € R* dos m -8 simbolos
das constelagoes de sinais via algebra dos quatérnios, para todas as modulagbes em quatro
dimensoes com m = {4,6,8,12,16} pontos. E, em seguida, representar os simbolos em partigdes
bidimensionais QAM. Sabe-se que existe um isomorfismo entre a algebra dos quatérnios e o
espaco R*. Através dessa relacdo, no caso de m = 8 pontos, podemos escrever cada um dos
64 simbolos da constelagao de sinais da modulagao 8PolSK-8PSK, como um quatérnio na forma
r = x1+x2-i+x3-j+x4-k. Para construir os respectivos simbolos em particoes QAM, utilizamos
a representagao de Cayley-Dickson obtendo dois conjuntos de coordenadas complexas na forma
z1 =2x1+x2-1 € 29 =x3+ x4 -1 para cada um dos 64 simbolos. Na Figura 2, representamos tais
simbolos das particbes QAM para a configuracao 6tima utilizando 8 pontos.

(a) z1+ 13- 22 (b) 3 +1i- x4

Figura 2: Particoes QAM para 8 pontos 6timos.
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1 Introducao

A transmissao de informacao em sistemas de comunicacao estd sujeito de forma frequente
a acao do ruido que é tratada por meio de modelos probabilisticos. A componente chave na
transmissao é o modulador que faz uso de constelagoes de sinais, isto é, conjuntos discretos
finitos de pontos em um espaco métrico.

Em particular, conjuntos discretos de pontos de um espago métrico podem serem caracteri-
zados pela existéncia de simetrias internas que sao de fundamental importancia para a imple-
mentacao pratica de moduladores e demoduladores.

A técnica denominada na literatura de particao de Ungerboeck [1] despertou grande interesse
na comunidade de Teoria de Informacao e Codigos, onde foram propostos esquemas conhecidos
por modulagao codificada que combina a codificacao e modulagao em uma tnica etapa, o que
garantiu uma maior protecao contra a agao do ruido em sistemas de transmissao digital e foram
obtidos ganhos de codificacao da ordem de 3—6 dB, sem que houvesse a necessidade de sacrificar
a taxa da informacao ou mesmo no aumento da largura de banda. Esta técnica introduzida
por Ungerboeck é conhecida por mapeamento de particdo de conjuntos, foram feito uso das
constelagoes de sinais 2"-QAM e 2™ PSK, a modulagao de sinais que foi gerada por sequéncias
de sinais codificados, isto é, palavras cédigos de um cddigo quociente C, que hoje conhecemos
por codigos-reticulados.

Forney [2] propos uma maneira pratica de codificacao de bits de informacao e de bits nao
codificados para um cédigo quociente C a partir de constelagoes de sinais a partir de da técnica de
particao de reticulados, obtidos por meio de cadeias de reticulados binarios dados pela Equacao

(1).

Z2m/222m/2222m/ L. /QnZ2m (1)

2 Resultados

Mostraremos que a ténica proposta por Forney em [2] de construgao de c6digos quocien-
tes bindrios C também podem serem expandida por meio de constelagoes de sinais 2™-QAM
proveniente do bitoro, isto é, uma superficie compacta de género g = 2 [3].

Neste sentido, consideraremos uma cadeia de subgrupos

Ai/As/ - [Ny (2)
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onde, |A;/A;—1| =2 para todo i € {1,...,n}.

Se A é um grupo que pertence a cadeia de subgrupos dadas pela Equagao 2, temos que por
conseguéncia de resultados da Teoria de Grupos que A/A,, tem ordem 2% algum inteiro positivo
ke Ai/A tem ordem 2"~*. Temos, também que A1 /A, ~ Z3, isto é, A1/A, tem ordem 2".

Um cédigo linear bindrio C = (n, k) C Z% é obtido através da selegao dos sinais a partir da
cadeia de grupos descritas na Equagao (2), ao se considerar um grupo A na cadeia, seleciona-se
os k bits de informagao através da selecao dos sinais nas classes laterais do grupo quociente
A/A,, e os (n — k) bits de redundancia sdo tomados a partir da selecao dos sinais das classes
laterias do grupo quociente Aj/A.

Em [3] foi mostrado que o grupo de telling G gerado pelas reflexdes de um triangulo hi-
perbélico no bitoro de angulos (7,7, ) que também é denotado por (I,m,n) é soluvel, isto &,
sempre é possivel extrair uma cadeia de subgrupos como descrito pela Equagao (1).

Em particular, no bitoro quando G = (2,8, 8), (4,4, 4) ou (2,4, 8) [3] é possivel extrair cadeias
de grupos com G = A; como descritas na Equacao (2), onde G/A,, ~ Z%. Assim ao tomarmos a
selecoes dos sinais de forma conveniente a partir da cadeia de grupos como descrito na Equacao
(1), obtemos um cédigo C C Z5.

A Figura 1, ilustra um cédigo C C Z%, obtidos por meio da cadeia de grupos como descrito
na Equacao (2), ao se considerar o grupo (G = (4,4,4).

00111
0001 | 0000
. .
1101
0111 01_00 . 1110
‘ 1000 %
\ . 1111

1011\ * 1010

0110

Figura 1:
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1 Introducao

Considere um nimero natural M, da forma M = 2"q, em que ¢ ¢ um ntimero impar, considere
o corpo real maximal

K=Q (¢ +¢) s

em que (s € a M-ésima raiz primitiva da unidade. O mergulho torcido induz no anel dos inteiros
Ok uma métrica dada pela forma bilinear:

(z,y) = Tr(zya)

em que « é um elemento totalmente positivo (positivo para cada mergulho canénico). Quando
tomamos « = 1 temos o mergulho sem torgao, também denominado mergulho canonico.
A obtencao do elemento totalmente positivo requer duas etapas fundamentais:

e A primeira é a obtengdo de um elemento S que possua uma norma previamente desejada;

e A segunda etapa, a mais complexa, requer a busca de uma unidade u tal que a = u S seja
um elemento totalmente positivo.

Observagao 1.1. A complezidade do problema estd associado ao fato de que a quantidade
de unidades crescem exponencialmente com a dimensao, pois as unidades formam um grupo
multiplicativo gerado por n— 1 unidades fundamentais. As unidades fundamentais em geral ndo
sao conhecidas e portanto nao existe formula fechada para a geracdo ou obtencdo de unidades,
sendo assim faz-se necessdrio um mecanismo eficiente e controlado para geracdo de um numero
razodvel de unidades.

2 Resultados

Conjectura 2.1. Para todo q um niumero impar composto e r > ro = 1, existe duas unidades
totalmente positivas, a saber 2+e1 e 2—e1. O reticulado algébrico obtido pelo mergulho torcido
por uma destas unidades € mais denso que o reticulado algébrico do mergulho canodnico.

Conjectura 2.2. Para todo q um numero primo impar e r = rg = 2, existe duas unidades
totalmente positivas, a saber 2+ e, e 2 —eq1. O reticulado algébrico obtido pelo mergulho torcido

de O por uma destas unidades € mais denso que o reticulado algébrico do mergulho candénico
Ok.
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Mostraremos que estas conjecturas sao vélidas para valores pequenos de g e qualquer r > rg.

Estas conjecturas podem ser estendidas para mergulhos de ideais principais em Ok (Z C Ok)
Apresentaremos um estudo de caso considerando diversas dimensoes.
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1 Introduction

An algebraic number field K is an extension of Q of degree finite n, that is, [K: Q] = n. In
this case, K = Q(#), where 6 € C is a root of a monic irreducible polynomial p(z) € Q[z] and n
is the degree of p(x). The n distinct roots of p(x), namely, 61,6s,...,6,, are the conjugates of
0. If 0 : K — C is a Q-homomorphism, then o(0) = 6; for some i = 1,2,...,n. Furthermore,
there are exactly n Q-homomorphisms o;, for i = 1,2,...,n, of K in C.

An element o € K is called an algebraic integer if there is a monic polynomial f(x) with
integer coefficients such that f(a) = 0. The set Ox = {a € K : « is an algebraic integer} is a
ring, called ring of algebraic integers of K and Ok, as a Z-module, has a basis {a1, a9, ..., a,}
over 7Z, called integral basis, where n is the degree of K.

The trace and the norm of an element a@ € K over Q are defined as the rational num-

bers Trg(a) = Zai(a) and Ng (o) = [, 0i(). If @ € Ok, then Trg(e) and Ng(a) are
i=1

algebraic integers. The discriminant of K over Q is defined by Dx = D(a1,ag,...,q,) =

det (Trg(aey)) = det (oi(ay))?, where {a1,s,...,ay} is an integral basis of K [1].
1<i,j<n 1<i,j<n

2 Trace form via Q((,)

An algebraic number field L is said to be cyclotomic if L. = Q(¢,), where (, is a primitive
n-th root of unity. In this case, [L : Q] = m = ¢(n), where ¢ is Euler’s phi function, the ring
of algebraic integers of L is given by Op = Z[(,] and {1, ,, (2, - - ,Q?(n)_l} is an integral basis
for L.

Definition 2.1. Let n = p?pgz coople, where t, > 1, for k=1,2,...,s. The function
(=1)%, if txy=1, forall k.
1

, if n=1
0, i tp>1, forsome k.

pu(n) =

1s called Mobius function.
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Let n = ptl. pley with t > 1, for k= 1,2,...8, n # 2", r > 2 m = ¢(n). If z =
bo + b1Cn + ...+ bp_1¢™ ! is an algebraic integer of L = Q((,), then

m—1 m—1
=Y b+ Y A
=0 =0

where A; = bgb; + bibit1+ ...+ bp_1-ibym—1 and 5; = sz, + C;Z, foralli=1,2,--- ,m—1.

Theorem 2.1. ( [2]) If n =p]*...p%, withap > 1, fork=1,2,...5, n # 2", 7> 2, m = ¢(n)
erx=a9+ a1l + ...+ am_lg;y ! is an algebraic integer of L = Q((,), then
m—1 ¢(P

Try(a7) = % Z a; +2 Z

where P = py...ps, tj = mdc(j, P), for j =1,2,...,¢(P) — 1 and A; = aoa; + a1ai41 + ... +
Om—1—iGm—1, fori=1,2,...,m— 1.

w\:

Proposition 2.1. [3/ Ifa=ay+ ai1(, + -+ a¢(n)_1Cff(n)_l € O, then
n P(P)-1
Tru(e) = 5 | ¢(P)ao + Z: a%kﬂ(a)ﬁb(tk)
Corollary 2.1. [3] If n = 2", where r > 2, then Try(a) = ¢(n)ag.

Theorem 2.2. [3]/ If a = ap + a1(y + -+ + a¢(n)_1d)(n)fl € Oy and x = by + b1(, +--- +
bd)(n)—l f(n)_l € O, then

p(n)—-1

Trifass) = 3 8|5 (6Pt 3 agun()om)
=0 k=1
o(P)-1
P 1 P
+2ag Z Bxn ku(t )WM”)JF Z Biajﬂ(ﬁ)ﬁb(tk)
te i+j=1k

1<i,j<¢(n)—1

s Bagn(oti),

o _nk
0§|L*J\—?
0<k<s

1<4,j<¢(n)—1

uhere 1= [2], 7 = |p(P) ~ 2] and s = | 202 - 22].
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